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Introducao

Este livro surge em resposta ao Projeto de Pesquisa Interconecta
que tinha como objetivo analisar situacoes-problema da area de en-
genharia civil e suas possiveis solucoes através dos métodos de Cal-
culo Numérico.

A Engenharia Civil lida cotidianamente com problemas mate-
maticos de grande complexidade e que demandam grande precisao,
como problemas de deformacoes em estruturas, transmissao de ca-
lor, fluxo de agua em solos, entre outros. Para a maioria desses
problemas nao ha uma solucao analitica definida, sendo necessaria
a utilizacao de métodos numéricos para sua resolucao.

Uma das disciplinas responsaveis pela analise numérica durante o
curso de Engenharia Civil é o Calculo Numérico que aborda os mo-
delos matematicos e algoritmos computacionais responsaveis para os
mais diversos problemas, como por exemplo, na analise estrutural,
mais especificamente, determinacao de deslocamentos, deformacoes
e tensoes; analises de materiais: resisténcia, rigidez e fadiga; e, além
disso, analises térmicas, actsticas, dinamicas, eletromagnéticas e de
mecanica dos fluidos.

Porém, uma das dificuldades atuais ¢é a falta de materiais dida-
ticos especificos para professores que lecionam a disciplina de cal-



culo numérico nos cursos de engenharia civil que possam fornecer
subsidios para professores e estudantes se aprofundarem nos temas
abordados na disciplina.

Analisando o cenario contemporaneo, observa-se que muitos li-
vros didaticos adotados nesta disciplina acabam sendo generalistas
e nao focam em aplicagoes especificas da Engenharia Civil, e por
este motivo, a producao de um material especifico para este piblico
permitird uma melhor contextualizacao das aplicacoes dos modelos
matematicos na area da Engenharia Civil, que é o foco deste livro.



Zeros de Funcoes

PARIR2EEEEY (Torque) Adaptado de (Hibbeler, 2010)
- Problema 5.61

Os eixos de 30 mm de didme- determine o torque do motor A
tro sao feitos de ago-ferramenta utilizando um método numérico
L2 e estdo apoiados em man- de zeros de funcao com e < 1074,
cais que permitem aos eixos gi-
rarem livremente. Considerando
que se o motor em A desenvol-
ver um determinado torque (T)
no eixo AB, enquanto a turbina
em E é fixa e nao pode girar, e
que a quantidade de rotacao da
engrenagem C é de 0.0085 rad,

Equacao

TopL 75T
o0 — —3&%@;13 =0 onde, Top = —§2




Resolucao

75T
—=4L8.(0.75)

0.0085 - T(0.015)4(75)(10)°

=0

AP EEEEEY (Volume) (Chapra & Canale, 2016) -

Problema 5.16

Voceé estd projetando um tanque
esférico para armazenar a agua
para uma pequena vila em uma
regiao em desenvolvimento. O
volume de liquido que ele arma-
zena pode ser calculado por onde
V é o volume [m?], h é a profun-
didade da dgua no tanque [m],
R ¢é o raio do tanque [m]. Se
R=3m, até que profundidade o
tanque deve estar cheio para que
ele armazene 30 m3? Utilize um
dos métodos de zeros de funcao
e determine h com ¢ < 1072 |,

sabendo que uma das raizes esta
no intervalo [2;3].

Equacao

V= rp2BE=H

3

AR EEEY (Estruturas) (Chapra & Canale, 2016)

- Problema 8.15

O deslocamento de uma estrutura ¢ definido pela seguinte equacao
para uma oscilacao amortecida. Qual o tempo necessario para que o
deslocamento diminua para 3.57 Use o método de Newton-Raphson
para determinar a raiz até € < 1073,



Equacao

y = 9e Fcoswt, onde k=0.7 e w =4

SN2 EEEEY (Estruturas) (Chapra & Canale, 2016)
- Problema 8.16

Na engenharia estrutural, a formula da secante define a forca por
unidade de area P/A que causa uma tensao om maxima em uma
coluna de taxa de finura dada L/k, onde ec/k? é o raio de excentri-
cidade e E é o médulo de elasticidade. Se para uma viga de aco E
= 200.000 MPa, ec/k? = 0.4 e om = 250 MPa, calcule P/A para
L/k = 50. Lembre-se de que sec (z) = 1/cos (x).

Equacao

am

14+(£5 )secl0.54 / gy ()]

A lav

Resolucao

250

0= 1+(0-4)sec[0.5 , /om0y (50)]

— X

AARIR2EEEEY (Carga Distribuida) (Chapra & Canale,
2016) - Problema 8.18

A figura ao lado mostra uma viga lor da deflexdo méxima. Use

uniforme sujeita a uma carga dis-
tribuida de forma linearmente
crescente. A equacao para a
curva elastica resultante é apre-
sentada abaixo. Use a bissec-
cao para determinar o ponto
de deflexdo maxima (isto é, o
valor de x onde dy/dz=0). A
seguir, substitua esse valor na
equacao para determinar o va-

os seguintes valores dos parame-
tros nos seus calculos: L=600cm,
E=50.000kN /cm?, 1=30.000cm*
e wg = 2,5kN/cm.



TP

Equacao

_ wo
Y = 120ETL (

—% + 2L%23 — L*x)

AT (Taxa de Juros) (Chapra & Canale,

2016) - Problema 8.22

Vocé comprou uma peca de equipamento de R$ 15.000,00 sem en-
trada e pagando R$5.500,00 por ano por seis anos. Qual a taxa
de juros que vocé esta pagando? Como critério de parada utilize
§ < 10~ ou com no méaximo 6 iteracoes sabendo que a taxa estd no

intervalo [0,1; 0,6].

Equacao

_ p it
A= Prapy-n

AER2EEEEY (Protegdo Ambiental) (Monteiro, 2012)

- Problema 5

Existe uma aldeia no sopé da
montanha a uma distancia de
y=10. O gabinete de protecao
civil advertiu os moradores da
aldeia de que a lava chegaria as
suas casas em menos de 6 horas.

Calcule utilizando um método
iterativo que recorre ao calculo
de derivada, o instante de tempo
em que a lava do vulcao atinge
a aldeia. Considere ¢ < 1073.
Utilize nos calculos 4 casas de-



cimais. A figura representa um
vulcao em erupcao. A relacao
entre a distancia y (milhas) per-
corrida pela lava e o tempo t
(horas) é dada por:

Equacao
y=7(2-0.9%)




Sistemas Lineares

SARERSEEEY (Logistica) (adaptado de Monteiro,

2012) - Problema 7 Cap. 3

Uma transportadora tem trés ti-
pos de caminhoes, Caminhao 1,
Caminhao 2 e Caminhao 3, que
estao equipados para levar trés
tipos diferentes de maquinas. O
Caminhao 1 pode levar uma ma-
quina A, nenhuma maquina B
e quatro maquinas C. O Cami-
nhao 2 pode levar uma maquina
A, uma maquina B e uma mé-
quina C. J4 o Caminhao 3 pode
levar uma maquina A, duas ma-
quinas B e seis maquinas C. Su-
pondo que cada caminhao vai
com carga maxima, quantos ca-
minhoes de cada tipo devemos
enviar para transportar exata-

mente 12 maquinas A, 10 ma-
quinas B e 16 maquinas C? De-
termine a solucao deste sistema
através do método de Gauss-
Seidel, com Ky(5;5;5) e § <
0.001.

-
_—
o ol




Equacao

ley 4+ 4e3 =12
leg + 1cg + 1e3 = 10
leg + 2¢9 + 6¢3 = 16

SAPARZEEEEY (Molas) (adaptado de Monteiro, 2012)
- Problema 5 Cap. 3

Considere a figura representando um sistema de 4 molas ligadas em
série sujeito a uma forca F' de 2000 Kg. Numa situacao de equilibrio,
as equagoes forca-balanco deduzidas definem interrelacoes entre as
molas, em que k1 = 150, ko = 50, k3 = 75 e kg = 225 sao as constan-
tes das molas (kg/s?). Determine a solucdo deste sistema através do
método de Gauss-Seidel com K((13;54;82;90) e 6 < 0.05.

Ty pummn —

K r kao(xe — 1) = kiry
i s ks(zs —za) = ko(zo_x1)
o R ka(zy —x3) = ka(z3-79)
2 i F = ky(wy 73)

00 A 000 [0 e

Equacao

(2002, + 5025 = 0

< 50x1 — 12529 + 7523 =0
7529 — 300x3 + 22524 = 0

| 22523 — 22524 = —2000




SHUER2EEEIY (Guindaste)

Para construir um guindaste de
estrutura metalica é necessario

do método de Gauss-Seidel, com
0 < 0.01. ou no maximo em 6

saber o quanto de carga serda iteracgoes.
carregada e o comprimento do
brago do guindaste. Tendo es-
sas informagoes é possivel calcu-
lar através de sistemas lineares
os angulos e tamanhos das vi-
gas de forma a anular forcas e
possibilitar que o guindaste con-
siga erguer a carga. Determine

a solucao deste sistema através

Equacao

,16$1 —2x9+dx3+x4 =7

< —6x1+ 729 —8x3 + x4 =9
1 —6x9+ 1923 + x4 =8
\63:1 — 4x9 — 63 + 1524 = 11

SRS EEEIW (Hiperestaticas) adaptada de (Susse-

kind, 1983)

Uma viga continua, com trés

comprimentos, estd submetida a R AN

um carregamento uniformemente ik s ki 3 83 )
. . 7 . . J 3..] J

distribuido com intensidade q = c ¢ .

_ g 5 =

4t /m. Determine os valores dos ST >

hiperestaticos resolvendo o sis-

tema abaixo.

— 3 —

Equacao

3z + 0.5y = 76.5
0.5z + 2y = 45

10



SRS (Trelicas) adaptada de (Chapra, 2016)
- Problema 12.19

Durante o calculo das forgas e
reacoes na trelica da imagem ao

lado surge o sistema a seguir. 00" 69, s5 45
Determine os valores de F4p, . ik
Fac e Fpe. 5000

Equacao

1Fap — 1.414F4c =0
—0.866F 4B + 1F 40 + 0.707Fgc = 2500
—0.707F4¢c + 0.707Fgc = 5000

3.0.6. Exercicio (Diagrama de Esforgcos) adaptada de
(Sussekind, 1983)

O pértico da imagem ao lado
estd submetido a um carrega-
mento distribuido de 2t/m. Ao
realizar os diagramas de esfor-
¢os solicitantes e as reacoes de
apoio da estrutura encontramos
o sistema abaixo. Determine a
solucao deste sistema.

Equacao

122 4+ 6y = 36
6z + 4y = 18

11



Regressao Linear e Ajuste a Exponencial

LANENSEEEY (Deflexao) (adaptado de Monteiro,

2012) - Problema 4 Cap. 5

Considere a seguinte tabela que representa a deflexao em ¢m de uma
prancha de saltos, em um salto de um atleta olimpico, em varios ins-
tantes de tempo de preparacao.

t |05 15 |24
fO 1 125 [ -2 ]0

Determine a reta de regressao
linear da deflexdo e estime f(t)
quanto t = 3. Para tanto, use

o método de Gauss-Seidel com
e < 1072,

LIS EEEY (Deformacio)

Em um experimento de teste de compressao, a carga (P) e a defor-
magao (o) de um material foram registradas em diferentes momen-

12



tos. Utilizando o método de regressao linear, determine a relacao
entre a carga e a deformacao para os dados experimentais fornecidos.

P=10,0=0,2
P=20,0=0,4
P =30,0=0,6

LA EEEY (Deformagdo) (adaptada de Montgo-

mery & Runger, 2021) - Problema Cap. 7

Em uma analise de tensao e deformacao em um material sujeito
a diferentes niveis de carga, sao registrados os seguintes dados de
carga (P) e tensdo (¢) no material:

P = 10 kN, 0 = 50M Pa

P = 20 kN, o = 100M Pa
P = 30 kN, o = 150M Pa
P = 40 kN, o = 200M Pa
P = 50 kN, o = 250M Pa

Determine qual serd a carga para a tensao de 300 MPa.

LAUER S (Capacidade de Calor) (adaptado de
Monteiro, 2012) - Problema 1 Cap. 6

Na realizacao de uma experiéncia, determinaram-se os seguintes va-
lores da capacidade de calor C a varias temperaturas T, de um metal.

T | -50 -20 10 70 100 120
C|0.125 | 0.128 | 0.134 | 0.144 | 0.150 | 0.155

Com base na tabela, determine a reta de regressao linear da deflexao

e estime C quanto T = 50°. Utilize o método de Gauss-Seidel com
K4(0.00;0.05) e § < 0.0001.

13



2 BN EEEY (Deflexao)

Determine a equacao da curva
de deflexao para uma viga en-

gastada AB submetida a um car- : L‘
regamento uniforme de intensi- A
dade q. Com base nos dados da [ A B
imagem, aproxime o valor da de- 02 " i
flexao quando x = 7, utilizando '
ajuste a exponencial.

Utilize o método de Gauss-Seidel com K(0.00;0.35) e § < 0.001.

4.0.6. Exercicio (Tratamento de Agua) (Monteiro,

2012) - Problema 5 Cap. 6

O custo de investimento (C) em colhidos de uma construtora.
construcao civil de um arejador
num sistema de lamas ativadas
numa Estacao de Tratamento de
Aguas Residuais depende do vo-
lume (v) do tanque é medido
confirme a equacao abaixo em
que ci € co sao parametros a es-
timar pela técnica dos minimos
quadrados a partir dos dados re-

V emmilm? 04106 | 1.0 | 1.3
Cemmalharesdeeuros | 87 | 160 | 190 | 366

Utilize o método de Gauss-Seidel com K(0.00;1.00) e § < 0.01,

Equacao
C =c1e®”

14




Interpolacao Polinomial

SIRENSEEEY (Deflexdo) (adaptado de Monteiro,

2012) - Problema 4 Cap. 5

Considere a seguinte tabela que representa a deflexao em c¢m de uma
prancha de saltos, em um salto de um atleta olimpico, em varios ins-
tantes de tempo de preparacao.

t (05 15 [2]4
fO 1125210

Determine o polinomio inter-
polador da deflexdo e estime f(t)
quanto t = 3.

15



PR EEEY (Deflexao)

Determine a equacao da curva
de deflexao para uma viga engas-
tada AB submetida a um carre-
gamento uniforme de intensidade IA |
q. Com base nos dados da ima- : A B
gem, aproxime o valor da defle- o o |
xao quando x = 7, utilizando os
métodos de interpolagao.

NS EEEY (Fundagdes) (Braja, 2014) - Problema
10.2

Uma fundacao superficial quadrada de 4 metros de lado esté sendo
construida sobre um solo argiloso. Foram realizadas sondagens de
resisténcia ao longo da profundidade e os seguintes valores de resis-
téncia a compressao foram obtidos na tabela abaixo. Determine a
funcao da resisténcia ao longo da profundidade e estime o assenta-
mento da fundacao a 3 metros de profundidade.

profundidade m 0 2 4
resisténcia kIN/m? | 150 | 200 | 300

- ‘-
0.
<
:&._2‘
0,
w

16



RS EEEY (Hidraulica)

Um reservatoério de forma cilindrica tem altura h = 12 m e esta par-
cialmente cheio de dgua. Medigoes de pressao foram feitas em trés
alturas diferentes conforme a tabela abaixo. Determine a pressao a
h = 5 m de altura.

Altura (m) 3 6 9
Pressio (kPa) | 20.43 | 58.86 | 88.29

SRR EEEY (Temperatura) (adaptada de Chapra &
Canale, 2016) - Problema 17.1

Uma determinada regiao apresentou as seguintes temperaturas, fo-
ram medidas em um lago a diferentes profundidades, 0 metros, a
temperatura é 20°C, a 5 metros, a temperatura é 15°C, a 10 metros,
a temperatura é 10°C e 20 metros, a temperatura é 5°C. Determine
a temperatura estimada a uma profundidade de 7.5 metros.

5.0.6. Exercicio (Terraplenagem) (adaptada de Kreys-
zig, 2017)

Em um projeto de terraplenagem, as seguintes elevacoes foram me-
didas em diferentes distancias:

A 0 metros, a elevagao é 5 metros.
A 40 metros, a elevacao é 6 metros.
A 50 metros, a elevacao é 8 metros.

A 90 metros, a elevacao é 7 metros.

Determine a elevacao quando a distancia for de 25 metros.

17



NS EEEY (Elasticidade) (adaptada de Gerald &
Wheatley, 1994)

Um engenheiro civil analisou a variacao do moédulo de elasticidade
de um concreto em diferentes idades. Os dados obtidos sao os se-
guintes:

7 dias - 14 Gpa
14 dias - 25 Gpa
21 dias - 30 Gpa
28 dias - 32 Gpa

Determine o moédulo de elasticidade estimado para o concreto aos
10 dias.

18



Integracao Numeérica

RS EEEY (Distancia) (adaptado de Monteiro,

2012) - Problema 9 Cap. 7

A figura mostra um carro de
brita que desliza, sem atrito, do
ponto A, até encontrar o repouso
no ponto B. A partir deste ins-
tante, o carrinho move-se junto
na agua até parar. Sabendo que
a velocidade do conjunto é 4 m/s
e que a velocidade, v, em cada

tabela seguinte, calcule (usando
todos os pontos de tabela) a dis-
tancia percorrida pelo conjunto
até parar.

A

Py

<

instante t na agua é dada pela
t100/03[06 08 |10|12 18|24 3.0 | 3.6 |4.2
v|1401(39 37 135(33]29|25]201|1.25]0.75|0.0

19



PR EEEIY (Segao de Rio)

A determinacao da area da secao
reta de rios e lagos é importante
em projetos de prevencao de en-
chentes (para o calculo de vazao
da dgua) e nos projetos de reser-
vatorios (para o calculo do vo-
lume total de dgua). A menos
que dispositivos tipo sonar se-
jam usados na obtencao do perfil
do fundo de rios/lagos, o enge-
nheiro civil deve trabalhar com
valores da profundidade, obtidos
em pontos discretos da superfi-
cie. Um exemplo tipico de se-

cao reta de um rio esta mostrado,
aproximadamente, na figura a se-
guir. Usando as regras de inte-
gracao numérica calcule a area
da secao deste rio de forma mais
precisa.

superficie da agua

profundidade [m]

£ie
7

| | \ | |

T T T T T T
4] 10 20
distncia da margem esquerda [m]

6.0.3. Exercicio (Area Superficial)

Calcule a area superficial do lago utilizando os métodos mais imple-

mentados de integracao numérica.

20



6.0.4. Exercicio (Area Superficial) (adaptado de Cha-
pra & Canale, 2016) - Problema 24.19

O terreno da imagem abaixo estd limitado por uma estrada perpen-
dicular e por um riacho. As diferentes distancias de comprimento e
largura (em metros) foram medidas e expressas na imagem. Deter-
mine a area com base nos conhecimentos em integracao numérica,
usando os métodos mais otimizados.

Lagoa

|
3000

NN
I

2000

Distancia, pes

ﬂ-’lﬂc hﬂ

Estrada

1000

sad ‘BlouglsIg

21



BTN (Regido Superficial)

Em uma analise territorial realizada no Complexo Ambiental da La-
goa das Sete Cidades em Sao Miguel - Agores foi necessario o calculo
da regiao superficial ocupada por um lago, representado na imagem
abaixo. Utilizando os conhecimentos em integracao numérica, de-
termine a area superficial do lago.

Nl :"‘1‘#* ‘-;':.‘.': e .m'? ‘I,‘;I’r ."_,(1'!_“?‘

- =i
\ -

TR CEEERY (Momento Fletor)

Uma viga de 10 metros esta sujeita a uma carga distribuida que varia
com o comprimento da viga segundo a funcio W (z) = 50022N/m.

Determine o momento fletor na viga em x = 10 metros. Utilize n =
16.

__500x2 N/m__

22



6.0.7. Exercicio (Terraplanagem) (adaptado de Pinto,

2000)

Em um projeto de terraplana-
gem, o perfil do terreno natural
e o perfil do projeto sao forneci-
dos os perfis transversais medi-
dos a cada 62,5 metros ao longo
de uma estrada de 500 metros.

As secgOes dos perfis em interva-
los sao fornecidas com A= [20,
24, 18, 15, 10, 8, 5, 3, 1]. De-
termine o volume total de corte
e aterro.

IR EEEY (Mecanica dos solos) (Atkinson,1993) -

Problema Cap. 6.

O solo sob uma fundacao pos-
sui um perfil de compressibili-
dade que varia com a profun-
didade de acordo com a funcao
o(z) = 1000e"Y5?kPa, onde z é
a profundidade em metros. De-
termine o assentamento total da
fundacao em uma profundidade
no intervalo de 0 a 10 metros.
Atencao: Apds o calculo da
area, divida o valor pelo médulo

23

de deformacao volumétrica, que
nesta situacao ¢: my = 200k Pa.




6.0 Excrcicio IR

Calcule a area aproximada do Agude Grande em Cajazeiras/PB, sa-
bendo que tem-se 48 subintervalos de 25m.

24



Equacoes Diferenciais Ordinarias

RN 2EEEEY (Deflexao)

A EDO abaixo rege o comporta- y(z) = sin(z) — 22 + 1.

mento de uma viga simples AB P

com um balango BC que suporta A B yc

um carregamento concentrado P A i

na extremidade do balanco con- ! L -
: : Py Y2

forme a imagem abaixo. Cal- 2 2

(a)

cule y(1.4) com h=0.1 utilizando
o método de Runge-Kutta de 4a.

ordem. Determine também o A B c
1 X
erro sabendo que a primitiva é h o
Equacao

Yy = cos(x) — 2x
y(1) = 0.8414

25



(VPR EEEEY (Mecanica dos Fluidos)(adaptada de
Chapra & Canale, 2016) - Problema 25.11

Se agua for drenada de um tanque cilindrico vertical abrindo-se uma
valvula na base, ela escoara rapidamente quando o tanque estiver
cheio e mais lentamente conforme ele continuar a ser drenado. A
profundidade da agua y é medida em metros e o tempo t, em mi-
nutos. Dado que o valor inicial de agua no tanque e de 3 metros,
determine o volume quando t = 5 min, utilizando um passo de 0.5
min.

Equacao

7.0.3. Exercicio (PVI)

Considerando o PVI abaixo, determine y(5) com h=1. Depois deter-
mine o erro considerando a solugao exata sendo: y(x) = 2e* —x — 1,

Equacao

{d=w+y
y(0) =1

7.0.4. Exercicio (PVI) (adaptada de Ruggiero & Lopes,
1996)

Considerando o PVI abaixo, determine y(1) com h=0.2.

Equacao

26



7.0.5. Exercicio (PVI) (adaptada de Ruggiero & Lopes,
1996)

Considerando o PVI abaixo, determine y(0.5) com h=0.1.

Equacao
{yzy—x
y(0) =2
7.0.6. Exercicio (PVI)(adaptada de Ruggiero & Lopes,
1996)

Considerando o PVI abaixo, determine y(0.5) com h=0.1. Depois
determine o erro considerando a solugao exata sendo: y(x) = e* +
x + 1.

= [TETeE o)
{M=y—x
y(0) =2

7.0.7. Exercicio (PVI)(adaptada de Ruggiero & Lopes,
1996)

Considerando o PVI abaixo, determine y(1) com h=0.2.

Equacao

{y=w—y+2
y(0) =2
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7.0.8. Exercicio (PVI)(adaptada de Ruggiero & Lopes,
1996)

Considerando o PVI abaixo, determine y(2) com h=0.5.

Equacao

{y’ = cosx + 1
y(0) = -1

7.0.9. Exercicio (PVI)(adaptada de Ruggiero & Lopes,
1996)

Considerando o PVI abaixo, determine y(2) com h=0.5. Depois
determine o erro considerando a solucdo exata sendo: y(x) = -x* +
4o + 2.

= [TETeE o)
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