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Apresentacao

A questdo primordial ndo é o que sabemos, mas como o sabemos.

Aristoteles

Néao ha ramo da Matematica, por mais abstrato que seja, que ndo
possa um dia vir a ser aplicado aos fenémenos do mundo real.
Lobachevsky

o elaborar esta cole¢do para o Ensino Médio, levamos em conta as

ideias que abrem esta apresentagao. Isso porque nosso objetivo &

criar condi¢gdes para que vocé, aluno, possa compreender as ideias

béasicas da Matematica desse nivel de ensino atribuindo significado a
elas, além de saber aplici-las na resolucdo de problemas do mundo real.

Todos os conceitos béasicos proprios do Ensino Médio foram explorados de
maneira intuitiva e compreensivel. As receitas prontas e o formalismo excessivo
foram evitados, porém mantivemos o rigor coerente com o nivel para o qual a
colegao esta sendo proposta.

Na abertura das unidades apresentamos um tema que esta relacionado com
um dos capitulos que a compdem; ela te dard uma ideia de um dos temas que
seré estudado. J& na abertura dos capitulos apresentamos informagdes gerais,
que podem ter uma abordagem histérica sobre o assunto que sera discutido.

Antes de resolver os exercicios, € absolutamente necessario que vocé es-
tude a teoria, analise os exemplos e refaga os exercicios resolvidos. Na secéo
Resolvido passo a passo, comentamos e explicitamos as fases da resolugdo de
um problema.

A secdo Outros contextos foi criada para formular, resolver e interpretar
situacdes-problema que estdo relacionadas a situagdes reais e/ou relacionadas
com outras disciplinas.

Cada unidade contém ainda as se¢des Pensando no Enem e Vestibulares de
Norte a Sul, com questdes baseadas no Enem (Exame Nacional do Ensino Médio)
e de vestibulares de todas as regides do pais, destinadas a revisar, fixar e apro-
fundar os conteldos estudados. E no fim de cada volume, na secdo Caiu no
Enem, foram incluidas questdes do Enem relacionadas a cada unidade.

A colegao engloba, desse modo, todos os assuntos costumeiramente tra-
balhados no Ensino Médio, além de auxilid-lo em sua preparagdo para os pro-
cessos seletivos de ingresso nos cursos de Educagdo Superior.

As sugestdes e criticas que visem ao aprimoramento deste trabalho serdo
sempre bem-vindas.

O autor



Conhecga
seu livro

1 Trigonometria

Abertura de unidade

Duas paginas que proporcionam
o primeiro contato com um

dos assuntos que sera abordado
na unidade.

Exercicios resolvidos:
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Exercicio resolvido
passo a passo

Apresenta a resolucao detalhada de
uma questdo ou um problema. Nao
sao modelos a serem seguidos, mas
visam inspirar e indicar estratégias
de resolucao.

£ pistancias

Distancia entre dois pontos

Para refletir,
Fique atento!
e Voceé sabia?

Pequenos boxes que trazem questdes para

reflexdo ou dicas importantes para o estudo.

Exercicios

Essenciais para a aprendizagem. Ajudam a

fixar e aprofundar os contetidos estudados.

Cada volume da colecao é
dividido em quatro unidades
nas quais vocé encontrara os
seguintes boxes e secoes:

cariTuLo

Trigonometria:
resolucédo de
triangulos quaisquer

Abertura de capitulo

Texto introdutério com o objetivo

de apresentar, por meio de uma
situacdo real ou um contexto histérico,
o contetdo que sera estudado no
capitulo.

de fungdes trigonométricas no computador
mo construir grficos de fungbes quadriticas usando o

Matematica
e tecnologia

Sugestoes de atividades em que o
computador é utilizado para visualizar
e manipular graficos e tabelas. Uma
oportunidade de trabalhar coma
Matematica dinamica.
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Pla:f:: seus poliedros . contextos

O mundo na
palma das méaos

Mater

sendoconside.

sendo também um dos mals longos.

uma visao geal de toda a flosofia de Platao e &

Leiturals) Outros contextos

Textos que visam ampliar e Temas relevantes e atuais que tratam de situacées praticas,
enriquecer o contetido estudado articulando a Matematica com outras disciplinas e com temas como
no capitulo. saude, sociedade, meio ambiente entre outros.

Programagao linear e a otimizagao de fungdes

b

Vestibulares de Norte a'Sul
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o 2= 0m
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- (22
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come o ()

Um pouco mais...
Textos e exercicios que ajudam a Vestibulares de Norte a Sul

aprofundar o contetdo do capitulo.

Questdes de vestibulares, de todas as regides geograficas do Brasil,
relacionadas aos contetidos estudados.

Pensando o -
ATENCAO! Atencao! Ainda que seja pedido
no Enem Ndoescrevano | “Assinale”, “Indique”, etc.
.. seu livro! ~
Atividades em algumas questdes, nunca
contextualizadas que escreva no livro. Dé todas as
visam ao desenvolvimento respostas no caderno.

das competéncias e

habilidades previstas na

Matriz do Enem.

Objeto Educacional Digital

. CONTEUDO
Caiu no Enem UIEITALT Este icone indica Objetos Educacionais
Questdes extraidas do Digitais relacionados aos contetidos
Enem classificadas de do livro.

acordo com as unidades.
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Trigonometria

O coracao bate sistematicamente
em intervalos regulares bombeando
sangue pelas artérias. O sangue, ao
circular, exerce uma pressao sobre
as paredes arteriais.
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Muitos fendmenos fisicos e sociais
de comportamento ciclico podem ser
modelados com auxilio de funcoes
trigonométricas, como a pressao
sanguinea, por exemplo.



A variacao da pressao nas paredes dos
vasos sanguineos de um individuo (medida
em mmHg: milimetros de mercurio), em
funcao do instante de coleta dessa medida,
é verificada por meio de um aparelho
chamado esfigmomandmetro.

Africa Studio/Shutterstock/Glow Images

O grafico a seguir, da pressao (P) em funcdo do tempo (t),
representa uma investigacao desse tipo, na qual se
P % analisaa situacdo clinica de um paciente.
Nele pode-se observar que ocorre um ciclo completo a
cada 0,75 segundo e que cada ciclo corresponde a um
batimento cardiaco.

120

100

Usando a funcao cosseno para modelar a
regularidade, os dados contidos no grafico
podem ser expressos por meio da lei:

f({t)=100-20- cm(g)

1. Que caracteristica comum tém os fendmenos que podem ser modelados
por meio de funcGes trigonométricas?

2. O que representa cada ciclo do grafico da pressao sanguinea?



CAPITULO

Trigonometria:
resolucao de
triangulos quaisquer

Algumas vezes deparamos com plantas de terrenos em que ha a re-
presentacao de lagos ou de montanhas com todas as medidas indicadas
sem que nos ocorra pensar em como essas medidas teriam sido obtidas.

A Topografia € a area da Engenharia que trata de situacoes como
esta: medicoes que determinam a forma e a posicao de elementos do
relevo, com base em relacdes estabelecidas pela Trigonometria. Para
isso, utiliza-se o teodolito, um instrumento de observacao que ajuda a
calcular distancias dificeis de serem medidas, a partir de medidas de
triangulos que podem ser determinados nos terrenos.

O conhecimento das relacdes entre lados e angulos desses triangu-
los € fundamental para o topdgrafo, pois se ele conhecer trés das seis
medidas de lados e angulos de um triangulo podera calcular as demais.

Até a descoberta dessas relacoes, problemas que envolvessem trian-
gulos eram geralmente resolvidos com o que se sabia das relacées no
triangulo retangulo, mas a pratica mostrou que isso era insuficiente ou
tornava os calculos muito trabalhosos.

Adeterminacao das medidas dos angulos e dos comprimentos dos lados
de um triangulo qualquer, sem recorrer aos triangulos retangulos, foi possi-
vel com a evolucao da Trigonometria. As relacdes, chamadas lei dos senos e
lei dos cossenos, trouxeram ferramentas fundamentais para os problemas
que envolviam esses triangulos. Vamos estuda-las neste capitulo.

Marcus Lyon/Getty Images



&5 Revisdo sobre resolucdo de tridngulos
retangulos

Antes de aprender novos conceitos e relacoes da Trigonometria, vamos revisar o que foi estudado
nos anos anteriores. Faca dupla com um colega e tentem resolver os exercicios a seguir.
Quando necessario use a tabela da pagina 23 ou uma calculadora cientifica.

Observacao: Usaremos AB ora para designar segmento de reta AB, o~ra Segmento de reta: parte da reta
para designar medida do segmento de reta AB. Pelo contexto da situacao compreendida entre dois de

saberemos quando esta sendo usado um significado e quando esta sendo seus pontos distintos,
denominados extremos.
usado o outro.

- i ATENCAO!
Exercicios N3o escreva no
| seu livro!

1. Nesta figura, as retas paralelas r e r’ representam as | 5. Um poste na posicao vertical tem sua sombra proje-

margens de um rio. Determine a largura ¢ desse rio. tada em uma rua horizontal. Asombra tem 12 m. Se a
C_ r altura do poste € de 4/3m, entio, qual € a inclina-
| cao dos raios solares em relacao a rua horizontal?
i } 6. Determine ovalorde CD na figura abaixo. CD é a pro-
Ah o 300/\3 4 @ jecao ortogonal de AB sobre um eixo.

B
2. Calcule os valores das medidas x e y:
a) b)
45° 20 J
16 X 60°
-

3. Dois niveis de uma praca estao ligados por uma rampa
de 2 m de comprimento e 30° de inclinacdo, conforme | /- Determine a area da regido triangular abaixo.
a figura. Devem-se construir, sobre a rampa, 8 degraus @
de mesma altura. Encontre a altura de cada degrau.

¢
/ 8. Um observador, no ponto B da A
30 figura ao lado, vé um prédio de
3 5 oo~
4. Observe a figura: modo que o angulo ABC é d(?
105°. Se esse observador esta KLY
4 situado a uma distanciade 8 m |_| o i8m
e . do prédioeaumaalturade 8 m, C"g'r'ﬁ'
~ qual é a altura do prédio?
- v .
v I . - .
7 \a = X 9. Calcule as medidas x, y, z e windicadas nas figuras.
Yy a) B b)
Dizemos queVXeVy sao as componentes retangulares X o\
do vetor V. W
Considerando o médulo de v igual a 10 cm e o angulo 130 \GOEC P %
|[+~—100 —]

ade 30° determine os modulos de v, e v,

_

Capitulo1 « Trigonometria: resolucdo de triangulos quaisquer



E, Seno e cosseno de angulos obtusos

Neste capitulo precisaremos, em alguns momentos, saber os valores de senos e cosse- 5
Angulo obtuso:

nos de angulos obtusos. Como esse assunto ainda nao foi estudado — nao existem angulos angulo cuja
obtusos nos triangulos retangulos —, aprenderemos neste momento apenas como lidar midld;oeft?so"
entre e .

com eles na pratica, e deixaremos a parte teorica, que fundamenta o que estudaremos

agora, para outro capitulo.
Fique atento!

Inicialmente, é necessario saber que: Lembre-se de que dngulos suplementares
sao dois angulos que tém a soma de suas
e sen90°=1 e cos90°=0 medidas igual a 180°.

* senos de angulos obtusos sao exatamente iguais aos senos dos suplementos desses angulos:

sen x = sen (180° — x)
e cossenos de angulos obtusos sao opostos aos cossenos dos suplementos desses angulos:

cos x = —cos (180° — x)

Exemplos:
a) sen 120° b) cos 120°
1
O suplemento de 120° é 60°, portanto: cos 120° = —cos (180° — 120°) = —cos 60° = -5

sen 120° = sen (180° — 120°) = sen 60° = ?

Exercicios ~N

10. Obtenha o valor de: 11. Obtenha o valor de x em:
a) sen 135° c) sen150° a) x =sen 20° — sen 160° + cos 44° + cos 136°
b) cos 135° d) cos 150° b) x = sen 10° - cos 50° + cos 130° - sen 170°

-

E, Lei dos senos

Vamos analisar a seguinte situacao-problema:

Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica em uma fazenda, precisou colocar
dois postes em lados opostos de um lago para permitir a passagem da fiacao. Com isso surgiu um pequeno
problema: para fazer o projeto da rede, seria necessario saber a distancia entre os postes, e a presenca do
lago impedia a medicao direta dessa distancia.

Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possivel visualizar os dois postes e medir a
distancia entre eles. Com um aparelho apropriado, o teodolito, ele mediu o angulo entre a linha de visao
dele e os postes, obtendo 120°. Um auxiliar mediu a distancia entre o engenheiro e o poste mais afastado e
obteve 100 m; outro auxiliar mediu o angulo entre a linha do poste mais proximo do engenheiro e a linha
entre os postes, obtendo 45°. Com essas informacoes, o engenheiro ficou satisfeito, pois ele ja conseguiria
calcular a distancia entre os postes. Acompanhe como, a seguir.

n Unidade 1 ¢« Trigonometria
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Realidade

Modelo matematico

O triangulo AOB € obtusangulo, e a resolucao desse problema consiste em determinar a medida do
lado AB. Para resolvé-lo, vamos estudar a lei dos senos, cujo enunciado vem a seguir:

Em qualquer triangulo ABC, as medidas dos lados sao proporcio-
nais aos senos dos angulos opostos, ou seja:

a

senA senB senC

Veja a seguir a demonstracao da lei dos senos para um triangulo acutangulo. A

Consideremos o AABC acutangulo e duas de suas alturas: AH; e BH,.

* No AACH,, retangulo em H,, temos:

senfz%:>h1=b-senf

* No AABH,, retangulo em H,, temos:

-  h N
senB= 1 = h;=c-senB
C

Comparando, temos:
c

b-senC=c-senB= b__ _
senC

sen B

* No ABCH,, retangulo em H,, temos:

~ h ~
senC= -2 =h,=a-senC
a

* No AABH,, retangulo em H,, temos:

~ h ~
senA= 2 =h,=c-senA
c
Comparando, temos:
C

a-senC=c-senA= ~ = =
senA senC

De (1) e (Il) concluimos que:

(1)

a

-

|

Para refletir
Verifique que a demonstracao vale também para o
AABC obtusangulo e para o tridngulo retangulo.

A c B

[Lembre-se: sen a = sen (180° — «).]

senA senB senC

Capitulo1 « Trigonometria: resolu¢do de triangulos quaisquer g



Observacoes: dida do lad
18) Pode-se provar que a razao me |Aa ©1ado € constante e igual a 2R, em que R € o raio da
seno do angulo oposto

circunferéncia circunscrita ao triangulo considerado.

a b ¢
senA senB senC

=2R

27) Quando o enunciado de uma questao se refere a um tridangulo ABC, temos de colocar o lado a oposto ao
angulo A, o lado b oposto ao angulo B, e o lado c oposto ao angulo C, como na figura abaixo:

A

Agora temos condicoes de resolver a situacao-problema apresentada na pagina 14:

Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica em uma fazenda, precisou colocar
dois postes em lados opostos de um lago para permitir a passagem da fiacao. Com isso surgiu um pequeno
problema: para fazer o projeto da rede, seria necessario saber a distancia entre os postes, e a presenca do
lago impedia a medicao direta dessa distancia.

Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possivel visualizar os dois postes e medir a
distancia entre eles. Com um aparelho apropriado, o teodolito, ele mediu o angulo entre a linha de visao
dele e os postes, obtendo 120°. Um auxiliar mediu a distancia entre o engenheiro e o poste mais afastado e
obteve 100 m; outro auxiliar mediu o angulo entre a linha do poste mais proximo do engenheiro e a linha
entre os postes, obtendo 45°. Com essas informacoes, o engenheiro ficou satisfeito, pois ele ja conseguiria
calcular a distancia entre os postes.

Retomando o modo matematico, temos:

A
Pela lei dos senos, temos:

0 4 _100_d
sen 45°  sen 120° Q ﬁ

zZ Z

10043 10043-42 1006
2 22 2

= 2d =10043 =

=d

=506 = 122,47

CONTE(DO

Entao, a distancia entre os postes é de aproximadamente 122,47 m. DIGITAL
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Exercicios resolvidos

NS

1.

Em um tridngulo isésceles, a base mede 6 cm e o
angulo oposto a base mede 120°. Calcule a medida
dos lados congruentes do triangulo.

Para refletir
Em um tridngulo
isosceles, a altura

Resolucao:

Pela lei dos senos, temos:

6 X relativa a base é
sen 120° = sen 30° também mediana
e bissetriz. Use
6 X esse fato e resolva
= NE R = este exercicio de
Z Z outra forma.
L Ix—6x= 8 - 68 _63 =

V3333

Cada um dos lados congruentes mede 233 cm.

2. Em um triangulo ABC, temosBC = 5 cm, A = 48°
e_§ = 25° Calcule a medida aproximada do lado
AB (use a tabela da pagina 23 ou uma calculadora
cientifica).

Resolucao:
Pela lei dos senos:
BC __AC _ 7B
senA senB senC

sendo C = 180° — (48° + 25°) = 107°.

Fique atento!
Com a tabela calculamos sen 107° = 0,956,
procurando sen 73°.

Substituindo:

5 _  AB 5 _ AB
= = = =
sen 48°  sen107° 0,743 0,956
ﬁﬁzﬂ:@@
0,743

Portanto, a medida aproximada do lado ABé643cm.

Exercicios

12.

Na figura abaixo, calcule o valor da medida x.

a)

X

N
105°
100

45°
)

. No triangulo abaixo, calcule o valor da medida x.

X 32

60° 45°

. Em cada tridngulo abaixo, calcule o valor da medida x.

5v2 75° X

45°

30°

~

15. Num triangulo ABC, sdo dados A = 45°, B = 30° e
a+ b=-+/2 +1.Calcule o valor de a.

16. Use a tabela da pagina 23 ou uma calculadora cienti-
@ fica e determine os valores de x (aproximadamente):

a)

O]

Capitulo1 « Trigonometria: resolucdo de triangulos quaisquer
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ﬂ Lel dos cossenos

Voltemos ao nosso engenheiro e seu problema em medir a distancia entre os postes, sugerido no inicio
do item 3. Se tivesse encontrado alguma dificuldade para obter o angulo de 45°, ou mesmo que nao qui-
sesse obté-lo, o engenheiro poderia ter pedido ao seu segundo auxiliar que medisse a distancia do local
onde ele estava até o poste mais préximo. Assim, além do valor do angulo (120°) que o engenheiro ja havia
medido e da distancia (100 m) entre o poste mais afastado e ele, 0 engenheiro teria obtido a nova distancia,
de 36,60 m, entre o poste mais proximo e ele. Essas informacoes também permitiriam calcular a distancia
desejada. Observe as representacoes novamente.

Realidade Modelo matematico

Pelo desenho, observamos que o nosso problema consiste em determinar a medida de um lado de
um triangulo, quando conhecemos as medidas dos outros dois, e do angulo oposto ao lado cuja medida
queremos encontrar.

Para resolvé-lo, precisamos estudar a lei dos cossenos, enunciada a seguir:

Em qualquer triangulo ABC, o quadrado da medida de um lado é igual a soma
dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto
das medidas desses lados pelo cosseno do angulo que eles formam, ou seja:

A o a*=b*+c—2bc- cosA
y b o b>’=a*+c?— 2ac- cos B
o *=a*+b*—2ab-cosC

8 c
a
Vamos provar apenas a primeira das relacoes acima, considerando o angulo A agudo; f‘"g“|'° agudo:
~ - . - angulo cuja
a demonstracao das outras relacoes € analoga. medida é menor
O angulo agudo A pode estar em um triangulo acutangulo, retangulo ou obtusangulo. do que 90°.

Vamos demonstrar a lei dos cossenos usando o triangulo acutangulo.

B B

i{:30 Unidade1 + Trigonometria



Tracando a altura BH, obtemos os triangulos retangulos ABH e CBH. P -
’ ara refletir

* No AABH, temos: - Verifique que a relagao
vale para A agudo no
tridngulo retdngulo e
no triangulo
obtusangulo.
C=W+AH =h = —AH =h=C° —(c -Cos A)z =h=c—c*-cos’A () | -Podemosconsideraro
teorema de Pitagoras
(a® = b* + % como um

cosAzM:AH:ocos A
c

* No ACBH, temos: caso particular da lei
— _ . .
P=W+CH =sa=h+b-AH)P=h=a"—(b—c- cosA)}= e

=h =a— b +2bc-cosA— c2-cos’A (D)
« De (1) e(ll) temos:
@ — b? + 2bc- cos A — (2e0S'A =’ — C€0SA = @’ =b>+ — 2bc- cosA

Agora estamos em condicoes de resolver a situacao-problema colocada no inicio deste item.

Retomando o modelo matematico, temos:
A

d Pela lei dos cossenos, temos:

d* =100” + (36,6)> — 2-100 - 36,6 - cos 120° = d* = 15000 =

= d =15000 =506 =122,47m

Observe que esse valor € o mesmo encontrado na pagina 16.

B
P . passo a passo: exercicio 4
Exercicios resolvidos ~N

3. 0 angulo agudo de um losango mede 20° e seus y?=5+45-2-5-5-cos160° =
LS e
lados medem 5 cm. Calcule as medidas das diago- 05 160° = —cos 20°
nais menor e maior do losango. —

=50 +50-(—0,94) =50 + 47 =97 =
:>y=\/9729,8cm

Resolucao:

« diagonal menor

5 3 Resolvido passo a passo
< 4. Geografia
s (UEL-PR) Entre os povos indigenas do Brasil con-

temporaneo, encontram-se os Yanomami. Estima-
dos em cerca de 9000 individuos, vivem muito

2 2 2 o
= + —_ . . 5 =
X > IR RS N isolados nos estados de Roraima e Amazonas, pre-

usando a tabela da pagina 23 dominantemente na serra do Parima. O espaco de
ou uma calculadora cientifica . .
‘ : ‘ floresta usado por cada aldeia yanomami pode ser
=

descrito esqguematicamente como uma série de

=25+25-50-0,94=50-47=3= N q . . .
trés circulos concéntricos: o primeiro, com raio de
=x=+3=17cm 5 km, abrange a area de uso imediato da comuni-

dade; o segundo, com raio de 10 km, a area de caca
individual e da coleta diaria familiar; e o terceiro,
5 < 5 com raio de 20 km, a area das expedicoes de caca
e coleta coletivas, bem como as rocas antigas e

novas. Considerando que um individuo saia de sua

160° aldeia localizada no centro dos circulos, percorra

« diagonal maior
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8 km em linha reta até um local de caca individual
e a seguir percorra mais 8 km em linha reta na
direcao que forma 120° com a anterior, chegando
a um local onde esta localizada sua roca antiga, a
distancia do ponto de partida até este local é:

a) 8+/3. c) 3v8. e) 24/8.
b) % d) 872.

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?

E dada a descrico do espaco da floresta usa-
do por cada aldeia (uma série de trés circulos
conceéntricos: o primeiro, com raio de 5 km,
abrange a drea de uso imediato da comuni-
dade; o sequndo, com raio de 10 km, a drea de
caca individual e da coleta didria familiar; e o
terceiro, com raio de 20 km, a drea das expe-
dicoes de caga e coleta coletivas, bem como
as rogas antigas e novas).

Também é dado o trajeto percorrido pelo
individuo (ele sai de sua aldeia localizada
no centro dos circulos, percorre 8 km em li-
nha reta até um local de caca individual e
a sequir percorre mais 8 km em linha reta
na direcdo que forma 120° com a anterior,
chegando a um local onde estd localizada
sua roga antiga).

b) O que se pede?
Pede-se a distancia que um individuo estara

do local de partida ap6s caminhar seguindo
as indicacoes do enunciado.

2. Planejando a solucao
Devemos interpretar o texto montando o tra-
jeto percorrido pelo individuo. Assim podemos
escolher a melhor maneira de obter a distan-
cia dele ao ponto de partida. De acordo com
o texto, montamos o esquema abaixo:

area de uso imediato
da comunidade

area de caca
individual

e coleta diaria
familiar

areadecacae
coleta coletivas
e rocas

Analisando o esquema anterior, percebemos a
necessidade de se obter o lado AB do triangulo
resultante das informacdes do enunciado.

N

Assim, a estratégia se resume a obter o lado AB,
que chamaremos x, do triangulo, usando a lei
dos cossenos.

5

Executando o que foi planejado

Chamando a medida do lado AB de x, usaremos
a lei dos cossenos para obté-lo:

Lei dos cossenos: x> =82+ 82— 2-8-8-cos120°

Como visto no inicio deste capitulo, o cosseno
de 120° equivale ao oposto do cosseno de 60°
(ou seja, cos 120° = —cos 60°).

xX>=64+64—2-8-8-(-cos60°) =
= x> =64 + 64 + 128 - cos 60° =

=>x2=128+128-%=>

=x2=192=x=8/3

Assim, o individuo em quest3o estard a 8+/3 km
do local de origem (aproximadamente 13,6 km).

4. Emitindo a resposta
Aresposta € a alternativa a.

5. Ampliando o problema

a) Se o individuo em questao desejar retornar a
area de caca individual, qual é a distancia mini-
ma que ele vai percorrer?

b) Discussd@o em equipe
O artigo 231 da Constituicao Federal do Brasil, de
1988, reconhece “aos indios sua organizacao so-
cial, costumes, linguas, crencas e tradicoes, e os
direitos originarios sobre as terras que tradicional-
mente ocupam, competindo a Unido demarca-las,
proteger e fazer respeitar todos os seus bens”. Os
Yanomami tiveram suas terras demarcadas em
1992. Porém, cada nova demarcacao de terras in-
digenas gera muita discussao e processos judiciais,
principalmente por causa da retirada dos indivi-
duos nao indigenas que residem nessas areas.

Troque ideias com seus colegas sobre a situa-
cao dos indios no Brasil. Discutam sobre estas
questoes:

« Eimportantea preservacdo da cultura indigena?

e Os povos indigenas devem ter direito a essas
areas exclusivas para viver (as tais areas de-
marcadas)?

) Pesquisa
e Além do Brasil, em que outro pais vivem os Ya-
nomami? O que significa a palavra Yanomami?

e O que significa a sigla Funai?
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Observacao: No capitulo 9 do volume 1e neste primeiro capitulo sobre Trigonometria,
estudamos a trigonometria do triangulo. Neste caso, as fun¢des seno e cosseno tém
como dominio o conjunto A de todos os angulos do plano, menores do que ou iguais a
dois angulos retos. Tais funcdes sao independentes da forma de como se medem os

Angulo reto:

angulos. Logo, dispensam a consideracao de arcos de circunferéncia, radianos, etc. Isso angulo de
. < . . dida igual
merecera atencao especial quando estudarmos, no capitulo 3, sen x e cos x como fun- ;ngeol aleue

coes reais de uma variavel real.

Exercicios ~

17. No triangulo da figura abaixo, calcule a medida x. 25. twpuea  (FCMSCSP) Considerando a figura abaixo,

qual o valor de sen a?

26. [ DESAFIO  Fisica
Duas forcas de intensidade F; = 8 Ne F, = 12N formam
entre si um angulo de 60°. Qual € a intensidade R re-
sultante dessas duas forcas?

C

19. Em um tridngulo ABC sao dados:A=30°b=2/3 e
¢ = 3. Calcule a medida do terceiro lado do triangulo.

N 27. Considere uma circunferéncia de raio r e € a medida

20.Considere o triangulo ABC com: A = 45°, a = 4 e do lado de um decagono regular inscrito nessa circun-
b = 42 . Determine o lado c. 360°)

n

feréncia. Determine € em funcao de r. (a =
21. No tridngulo abaixo, AC = 3, BC = 4,AB = 3eBAC = .
Determine o valor de cos a.
A

C

28.[ DpEsaFio | Resolva o tridngulo abaixo. Use sua calcula-

22.Dois lados de um triangulo medem 10 cme 6 cm e >
dora se precisar.

formam entre si um angulo de 120°. Calcule a medida
do terceiro lado.

23.Em um triangulo ABC sdo dados A = 45°, b=82 e
¢ =10. Calcule a medida do terceiro lado.

24, SWIPEPE Dois lados consecutivos de um paralelogra-

mo medem 14 cm e 10 cm e formam um angulo de 60°.
Calculem as medidas de suas diagonais.
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29. PMASSPE Medida da distancia de um ponto A (onde

estd o observador) a um ponto P inacessivel
Vamos supor que um observador esteja no ponto A e
queira saber a distancia entre A e P, que € o ponto
onde se localiza uma arvore do outro lado de um rio,
conforme representado na figura a seguir.

O observador se locomove de A para B, de onde pode
ver também o ponto P.

llustragées: Dam d'Souza/Arquivo da editora

Qual é a distancia de A a Psabendo que a distancia de

AaBé2km,amedida do angulo BAP é igual a 120° e
a medida do angulo ABP ¢ igual a 45°?

30. Emoupa Uberaba, Uberlandia e Araguari sdo cidades

@ do Triangulo Mineiro localizadas conforme a figura
a seguir.
A partir dos dados fornecidos, determinem a distancia
aproximada de Uberaba a Uberlandia.

Araguari

36°

Uberlandia 132°

140 km

Uberaba

31. | Emouea Fisica
Em Fisica o0 mddulo do vetor resultante é dado pela
diagonal do paralelogramo. Exemplo:

Podemos usar a lei dos cossenos para obter o vetor
resultante. Para isso, basta perceber que:

v, =20m/s

32. Empoea Em 2010 as prefeituras de S3o José (SC) e
Florianépolis (SC) inauguraram o pértico e a ponte
sobre o rio Araujo, que liga as duas cidades. Veja:

F'_ —T Ty ——

T ———T

Dircinha/Flickr/Getty Images

Sabendo que o pértico forma com a pista aproxima-
damente um tridangulo isésceles, que cada lado do
pértico mede 40 m e que o cosseno do angulo entre
as estruturas metalicas do pértico (angulo superior) é
de 0,875, qual é a medida da base do pértico por onde
passam as pessoas e 0s automoveis?
a)16m ) 20m

b) 18 m d) 22m

e) 24 m

y74 Unidade1 + Trigonometria



Tabela de razoes trigonométricas

Angulo sen cos tan Angulo sen cos tan
1° 0,017 1,000 0,017 46° 0,719 0,695 1,036
2° 0,035 0,999 0,035 47° 0,731 0,682 1,072
3° 0,052 0,999 0,052 48° 0,743 0,669 1,111
4° 0,070 0,998 0,070 49° 0,755 0,656 1,150
5° 0,087 0,996 0,087 50° 0,766 0,643 1,192
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0,777 0,629 1,235
7° 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280
8° 0,139 0,990 0,141 53° 0,799 0,602 1,327
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376
10° 0,174 0,985 0,176 55° 0,819 0,574 1428
ne 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483
12° 0,208 0,978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540
13° 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600
14° 0,242 0,970 0,249 59° 0,857 0,515 1,664
15° 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732
16° 0,276 0,961 0,287 61° 0,875 0,485 1,804
17° 0,292 0,956 0,306 62° 0,883 0,469 1,881
18° 0,309 0,951 0,325 63° 0,891 0,454 1,963
19° 0,326 0,946 0,344 64° 0,899 0,438 2,050
20° 0,342 0,940 0,364 65° 0,906 0,423 2,145
21° 0,358 0,934 0,384 66° 0,914 0,407 2,246
22° 0,375 0,927 0,404 67° 0,921 0,391 2,356
23° 0,391 0,921 0,424 68° 0,927 0,375 2,475
24° 0,407 0,914 0,445 69° 0,934 0,358 2,605
25° 0,423 0,906 0,466 70° 0,940 0,342 2,747
26° 0,438 0,899 0,488 n° 0,946 0,326 2,904
27° 0,454 0,891 0,510 72° 0,951 0,309 3,078
28° 0,469 0,883 0,532 73° 0,956 0,292 3,271
29° 0,485 0,875 0,554 74° 0,961 0,276 3,487
30° 0,500 0,866 0,577 75° 0,966 0,259 3,732
31° 0,515 0,857 0,601 76° 0,970 0,242 4,0M
32° 0,530 0,848 0,625 17° 0,974 0,225 4,332
33° 0,545 0,839 0,649 78° 0,978 0,208 4,705
34° 0,559 0,829 0,675 79° 0,982 0,191 5,145
35° 0,574 0,819 0,700 80° 0,985 0,174 5,671

36° 0,588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314
37° 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7115
38° 0,616 0,788 0,781 83° 0,993 0,122 8,144
39° 0,629 0,777 0,810 84° 0,995 0,105 9,514
40° 0,643 0,766 0,839 85° 0,996 0,087 1,430
41° 0,656 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290
45° 0,707 0,707 1,000

Capitulo1 ¢ Trigonometria: resolugdo de tridangulos quaisquer




Outros

contextos

Neo Edmund/Shutterstock/Glow Images

Erich Lessing/Album/Latinstock

Mapa babilénico. Ndo se sabe, ao certo, a sua
idade. Calculam os estudiosos que tenha entre
2400 e 2200 anos antes da Era Crista.

SheilaTerry/Science Photo Library/Latinstock

Homerie Cosmogony

Mapa da Terra baseado nos mitos e
conhecimentos dos antigos gregos na época
de Homero (12 e 22 milénios antes de Cristo).

O mundo na
palma das maos

Durante séculos, os astros e a Matematica foram os
instrumentos que permitiram ao ser humano desenhar
mapas para se localizar no planeta. Hoje, quando o pla-
neta é visto de cima pelos satélites, seus contornos nao
tém mais segredo.

Antes mesmo de comecar a escrever, é€ provavel que
as pessoas das primeiras civilizacdes rabiscassem re-
presentacoes graficas dos lugares por onde passavam.
O mapa mais antigo de que se tem noticia é de origem
babilénica. Trata-se de um tablete de argila cozido e
que contém a representacdo de duas cadeias de mon-
tanhas e, no centro delas, um rio, provavelmente o
Eufrates.

Por mais de vinte séculos, o ser humano olhou para
o céu para calcular distancias e representa-las nos mapas.
Hoje faz o inverso: vai para o espago e de la consegue
imagens do planeta com uma precisao inalcancavel pa-
ra quem tem os pés na Terra.

No Egito, essa pratica comecou cedo. Os egipcios ja
conheciam a triangulacao, uma técnica para determinar
distancias baseada na Matematica, que seria depois usa-
da por muitos outros povos. A triangulacao utiliza um
principio da Trigonometria: se umlado e dois angulos de
um tridngulo sao conhecidos, é possivel calcular o ter-
ceiro angulo e os outros dois lados. Determinava-se, en-
t3o, uma base para se chegar as distancias desejadas. A
medicdo de terras era quase vital para os farads e sacer-
dotes, ja que seus incontaveis gastos eram garantidos
basicamente pelos impostos cobrados sobre a terra, pagos
em cereais.

Mas quem achou o mapa do tesouro da Cartografia
foram os gregos. “Eles foram o primeiro povo a ter uma
base cientifica de observacao”, conta a cartografa Re-
gina Vasconcelos, professora da Universidade de Sao
Paulo e membro da Associacao Cartografica Interna-
cional. “A principio, os gregos acreditavam ser a Terra
um disco achatado.” Seus primeiros mapas-mundi,
como o de Anaximandro de Mileto (610 a.C.-546 a.C.),
eram representados por um circulo onde um oceano
circundava os trés continentes conhecidos: Europa,
Asia e Africa.
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Ainda no século VI a.C,, a escola de Pitagoras apresentou uma Terra esférica.
Essa suposicao tinha base em observacoes praticas, como a sombra projetada por
um eclipse, e consideracdes filosoficas, como o fato de a esfera ser a forma geomé-
trica mais perfeita.

Coube ao filésofo e astronomo Erastostenes (276 a.C.-194 a.C.) a tarefa de medir a
circunferéncia da Terra. Também conhecedor de Matematica, Erastéstenes usou a
Trigonometria em seus calculos. Ele observou que nos dias 20 e 21 de junho o angulo
que os raios do Sol faziam com a superficie da Terra na cidade de Siena (hoje Assud)
era de 90°. Nos mesmos dias, esse angulo era de 7° para a cidade de Alexandria. Por
meio de relatos de viajantes, Erastostenes sabia que a distancia entre as duas cidades
era de cerca de 5 000 estadios, ou 206 250 metros. Mais uma vez usando Trigonome-
tria, ele foi capaz de calcular a circunferéncia da Terra. Chegou ao resultado de 45 000
quilémetros. Uma precisao razoavel, ja que o valor real € de 40 076 quiléometros.

Posidénio (135 a.C.-51a.C.), um século mais tarde, utilizou a distdncia entre Rodes
e Alexandria e a altura da estrela Canopus para fazer o mesmo calculo, chegando
ao resultado de 29 000 quilémetros. Provavelmente, foi esse o calculo adotado por
Cristévao Colombo, quinze séculos mais tarde, fazendo-o acreditar, pelo tempo de
viagem, que havia chegado as ndias.

O sistema de coordenadas geograficas latitude e longitude também € um lega-
do dos gregos, gracas, mais uma vez, a Matematica, e também as observacoes de

fendmenos celestes.

Adaptado de: LUCIRIO, Ivonete D,; HEYMANN, Gisela. Superinteressante.
Disponivel em: <http://super.abril.com.br/tecnologia/localizacao-
terra-mundo-palma-maos-440278.shtml>; <http://www.algosobre.com.br/
geografia/cartografia.html>. Acesso em: 7 dez. 2012.

Trabalhando com o texto

1. Na época de Erastostenes nao existiam instrumentos de medicao precisos, por isso ele
cometeu um erro ao calcular que a circunferéncia da Terra era de 45000 km. Conside-
rando que a circunferéncia da Terra é de 40000 km, qual foi o percentual de erro de
Erastostenes?

Pesquisando e discutindo

2. Quem foi Claudius Ptolomeu e qual foi a sua importancia no desenvolvimento da
Cartografia?

3. Em que periodo historico a Cartografia teve maior relevancia? Como ¢, atualmente, o tra-
balho do cartografo? E qual a importancia dessa profissao?

4. Em um mapa da sua cidade, localize diversos pontos importantes como escolas, univer-
sidades, hospitais. Depois, compare com mapas feitos por colegas de classe.

Procure mais informacdes em jornais, revistas e nos sites:
e Cartografia: <www.cartografia.org.br> e <cwww.suapesquisa.com/grandesnavegacoes>.

e Artigo: Equador, paralelos e meridianos: apenas linhas imaginarias?: <www.ufrrj.br/
emanped/paginas/conteudo_producoes/docs_27/equador.pdf>. Acessos em: 7 dez. 2012.

Capitulo1 « Trigonometria: resolu¢édo de triangulos quaisquer g



Conceltos
trigonometricos
basicos

Os angulos aparecem nos registros da Grécia antiga associados ao
estudo dos elementos de um circulo, relacionados com arcos e cordas.
As propriedades dos angulos centrais de uma circunferéncia eram co-
nhecidas desde o tempo de Eudoxo — astronomo, matematico e filo-
sofo grego que viveu no século IV a.C. —, que teria usado medidas de
angulos em diversos calculos, como a determinacao das dimensodes da
Terra e da distancia relativa entre o Sol e a Terra.

Acredita-se que os sumérios e os acadianos, antigos povos habitan-
tes da Mesopotamia (3500 a.C.), ja sabiam medir angulos — é atribuida
aos sumeérios a criacao da escrita cuneiforme, a mais antiga de que se
tem noticia. Feita com o auxilio de uma cunha, a escrita cuneiforme era
composta de tracos verticais, horizontais e obliquos.

A divisao do circulo em partes iguais, obtida por meio de angulos
centrais congruentes, aparece bem mais tarde. Hipsicles (século il a.C.)
foi um dos primeiros astronomos gregos a dividir o circulo em 360
partes iguais, mas nao ha evidéncia cientifica da escolha desse nimero.
O que pode té-la influenciado € o fato de ja se saber que o movimento
de translacao da Terra em torno do Sol se realizava em um periodo de
aproximadamente 360 dias. Mas a hipdtese mais provavel é ter havi-
do a influéncia do sistema de numeracao de base sexagesimal
(base 60), utilizado na Babildnia, justificando também
as subdivisoes das medidas dos angulos, que se-
; > guemessa base.

' ATrigonometria, como seu nome suge-

re, € o estudo das medidas envolvidas no

triangulo. Seu propésito inicial €, portan-
to, a resolucao de problemas relacionados
a triangulos. Ja estudamos as relacoes
entre os angulos e os lados de um
triangulo retangulo, as razoes trigono-
métricas. Agora, vamos estender esses
conceitos a angulos maiores do que 180°,
e para isso contaremos com o apoio de
uma circunferéncia, chamada circunfe-
réncia trigonométrica, na qual serao
considerados os angulos centrais.

Reprodugéo/<http://www.nndb.com>

Tabua de argila com
escrita cuneiforme.

. Philippe Maillard/Album/Latinstock



&5 Arcos e angulos

No capitulo 8 do volume 1e no capitulo anterior estudamos a Trigonometria tal qual ela apareceu ha mi-
lhares de anos, com o objetivo de resolver triangulos. Nos proximos capitulos vamos fazer um estudo mais
abrangente de seno, cosseno e tangente, uma necessidade mais recente da Matematica. Nesse novo contexto,
otriangulo retangulo é insuficiente para as definicdes necessarias e precisamos estabelecer um novo “ambiente”

para a Trigonometria: a circunferéncia trigonométrica.

Neste capitulo estudaremos conceitos necessarios para esse novo estudo.

Vamos recordar alguns conceitos ja conhecidos da Geometria plana:

* Arco geométrico: € uma das partes da circunferéncia delimitada por
dois pontos, incluindo-os. Se os dois pontos coincidirem, teremos
arco nulo ou arco de uma volta.

<—arco AB

Qe

* Medida e comprimento de um arco: considere um ponto A sobre uma
circunferéncia de raio r e centro O. Deslocando-se o ponto A sobre a
circunferéncia, ele percorre uma distancia € ao mesmo tempo que
gira um angulo a em torno do centro O. Esse movimento do ponto A
descreve um arco de circunferéncia de medida « e comprimento €.

e Unidades: para a medida « usam-se geralmente unidades como o
“grau” e o “radiano”. Para o comprimento € usam-se em geral unida-

”» o« Y

des como “metro”, “centimetro”, “quilémetro”, etc.

* Arco e angulo central: todo arco de circunferéncia tem a mesma me-
dida do angulo central que o subtende.

Arco: AB
medida de AB:

Angulo central: AOB
medida de AOB: «

e Comprimento de uma circunferéncia de raior: C = 2mur .
* Medida de uma circunferéncia em graus: 360°.

Junte-se com um colega e respondam: se o comprimento de uma
circunferéncia € 2 cm, qual seria o comprimento de um arco de:

. . - ¢
a) 180° (semicircunferéncia)?
4R

b) 90° (quadrante)? B
c) 60°? e
d) 30°? 50

Geometria plana: campo da Matematica
que estuda os elementos do plano
(retas, circunferéncias, angulos, etc.),
suas propriedades e relacoes.

Fique atento!
O comprimento € depende do raio da
circunferéncia, mas a medida « n3o.

Para refletir

Considere cinco circunferéncias
concéntricas de raios diferentes e um
mesmo angulo central subtendendo
arcos em todas elas. Os cinco arcos
terdo a mesma medida? E terdo o
mesmo comprimento?

4
Q

14
¢
g) 270° (3 quadrantes)? ?
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£3 Unidades para medir arcos de circunferéncia
(ou angulos)

As unidades mais usadas para medir arcos de circunferéncia (ou angulos) sdo o grau e o radiano.

« Grau: quando dividimos uma circunferéncia em 360 partes congruentes, cada uma dessas partes é um
arco de um grau (1°).

Considere o arco AB, que vai de A para B no sentido anti-horario:

Vocé sabia?

Essa divisao em 360 partes

congruentes se deu pela influéncia do

sistema sexagesimal (sistema de base

60) e pela associacao do movimento

de translagdo da Terra, que dura

aproximadamente 360 dias; com isso a

circunferéncia foi dividida em 360

. partes, ou seja, 360 gradus, na

arco AB de 270 linguagem atual 360 graus.

(trés quartos de volta) O grau foi dividido em 60 partes
menores chamadas minutae prime
(primeira parte pequena), o que

- . (1)
originou a palavra minuto (1 = (—) )

arco AB de 90°
(um quarto de volta)

60
S tA=8B O minuto foi dividido também em 60
partes menores chamadas minutae
secundae (proxima parte pequena).
Dai a origem da palavra segundo
arco AB de 180° arco ABde 360° ou 0° (1=(L) )
(meia volta) (uma volta ou nulo) €0

Assim, um arco de dois graus, trinta e
cinco minutos e quarenta segundos é
« Radiano: um arco de um radiano (1rad) € um arco cujo comprimento representado por 2°35'40”.

retificado € igual ao raio da circunferéncia.

I —
CONTEUDO

Isso deve ser interpretado da seguinte forma: se temos um angulo |0l
central de medida 1 radiano, entao ele subtende um arco de medida

1 radiano (lembre que a medida do arco é igual a medida do angulo
central) e comprimento de 1 raio.

Se temos um angulo central de medida 2 radianos, entao ele subten- Para refletir
de um arco de medida 2 radianos e comprimento de 2 raios. Se temos Esticando” 0 arco AB, a medida do
R . . N segmento obtido serd igual a do raio.
um angulo central de medida « radianos, entao ele subtende um Use o transferidor e verifique,
arco de medida « radianos e comprimento de « raios. Assim, se a aproximadamente, a quantos graus
corresponde 1radiano. 57°

medida « do arco for dada em radianos, teremos € = ar

B Comente com os alunos que existem outras
unidades para medir arcos, por exemplo, o
grado, que é um arco obtido a partir da
divisdo da circunferéncia em 400 partes
iguais. Porém, as unidades mais usadas séo o
grau e o radiano.

comprimento do arco AB = comprimento de OA (r)
ou
m(AB) = 1rad

g Unidade 1 ¢« Trigonometria



Relacdo entre as unidades para medir arcos

Lembre-se de que o comprimento C da circunferéncia de raio r € igual a C = 2mr, em que w = 3,141592...
Como cada raio r corresponde a 1 rad, podemos afirmar que o arco correspondente a circunferéncia
mede 2mr = 2 - 1rad = 2 rad.

AB:arco de 180° (&Oo) ou

AB: arco de 360° ou 2

® jA=8 arcode 2w rad

arco de wrad (27“- rad)

AB: arco de 90"(3600) ou AB: arco de 270"(% de 360") ou
4

3 3
arcode ~ rad (Z—T rad) arco de 2T rad (f de 2w rad)
2 4 2 4

B

Observacao: Sabendo que umarco de 180° mede «wrad , podemos fazer a conversao de unidades usando
uma regra de trés simples. Porém, recomendamos que vocé se acostume a fazer as principais conversoes
entre grau e radiano mentalmente, sem recorrer a regra de trés. Esse procedimento € muito simples se ob-
servarmos que:

°«90°é % de 180° logo, € % demwrad - 90° = ; rad
o 1 o 1 .

*30°¢é — de 180% logo, é — de wrad —30° = — rad
6 6 6
0. | o o1 .

* 60 egde180;logo,e§dewrade60 =§rad

e 45° ¢ 1 de 180°; logo, & 1 de wrad — 45° = = rad
4 4 4

Vocé pode (e deve) memorizar essas relacoes para agilizar as conversoes.
Veja mais uma: 120° € o dobro de 60°; logo, 120° = 2 ; radzz?ﬁrr rad.
Exemplos de conversao:

a) 30° em radianos

grau radiano ]
180 m :&22:>6x=w:>x=—rad )
30— x 30 x Fique atento!

1 Outro modo de resolver:

30°= 180° _ mrad ~ T ad
6 6 6

Portanto, 30° = % rad.
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b) %T rad em graus

grau radiano

180 —— 180 _ A _180_4

kW k3
4 4

Logo, 3717 rad = 135°

c) 1rad em graus
180 180 180

— =—=mx=180=Xx=—=—=57,3°0u 57°18’

x 1 w314
Portanto, 1rad = 57°18".

d) 1grau em radianos
180 m m 314

T——:>18Ox=¢r:>x=———:0,017rad
X

180 180
Logo, 1° = 0,017 rad.

e) transformacdo em radianos ou em graus sem usar regra de trés.

— =4x =540 = x =135°

Fique atento!

E mais simples responder & pergunta
“Qual é o comprimento de um arco de
2 radianos em uma circunferéncia de
raio 10 cm?” do que a pergunta “Qual €
o comprimento de um arco de 30° em
uma circunferéncia de raio 10 cm?”.

Fique atento!
Como 2w rad = 360°, os valores
que aparecem arredondados sao:

1rad = (@) ~ 57°17'44,8"

w

1°=_"_ rad =~ 0,01745 rad
180

Fique atento!

1 7 T 30e T g5 T g0
~330°=11-3o°=11%:?1T -T“T:7-45°:315° 6 Uiy iy T
5 a + Quando a unidade nao for indicada,
e 225°=05.45°=5. m_om o T 4-60° = 240° subentende-se que ¢ o radiano.
4 4

Tt

=7-30°=210°

Por exemplo: 7—: significa 7—61T rad.

Exercicio resolvido

de raio 8 cm.

Resolucao:
€=20cm;r=8cm

1. Determine a medida, em radianos, de um arco de 20 cm de comprimento contido em uma circunferéncia

~

/

=£=£=2,5rad ou 8cm=20cm £=2,5rad
K r 8 lrad  xrad 8
Y- (" ATENCAO! |
Exercicios N3o escreva no
seu livro!
1. Converta em radianos: 4. Qual é o comprimento de um arco correspondente a

a) 60° ) 210° e) 120° g) 270°
b) 45° d) 300° f) 150° h) 135°
2. Expresse em graus:
a) T rad d) Eus rad
6 6
b) T rad e) Eus rad
2 4
a 47
¢ — rad f) 3 rad

3. Calcule, em radianos, a medida do dngulo central cor-
respondente a um arco de comprimento 15 cm conti-
do numa circunferéncia de raio 3 cm.

um angulo central de 45° contido em uma circunfe-
réncia de raio 2 cm?

Determine o angulo, em radianos, em cada item.
a) b)

10 cm €=4mcm

€=12cm

6cm

Um péndulo tem 15 cm de comprimento e, no seu mo-
vimento, suas posicoes extremas formam um angulo
de 60°. Qual é o comprimento do arco que a extremi-
dade do péndulo descreve?

Unidade 1 ¢« Trigonometria



£} Circunferéncia trigonométrica

Denomina-se circunferéncia trigonométrica a circunferéncia orientada,
de centro na origem do sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujo
raiotem 1unidade de comprimento e na qual o sentido positivo € o anti-horario.

Y

B

@
A A X Para refletir
0o 1 ) Por que dizemos
=1 1 origem | circunferéncia orientada?
dos
arcos

©

B

A circunferéncia trigonométrica de centro O vamos associar um sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais, fixando o ponto A de coordenadas (1, 0) como origem dos arcos (conforme figura abaixo).

Y
B

Para refletir
Os pontos B, A’e B’ correspondem

A/ /‘
! M (1,0) a quais pares ordenados?

Os eixos x e y dividem a circunferéncia trigonométrica em quatro partes congruentes chamadas
quadrantes, numeradas de 1a 4 e contadas a partir de A, no sentido positivo.

y w1

90° | B 2 g
20 12 20 12

A 0’| A X A’ ol A X
180° 0 360° ™ o 2m

30 40 30 4

270° | B 37 |p

2

Observacoes:
19 Os pontos A, B, A’ e B’ sao pontos dos eixos e por isso ndo sao considerados pontos dos quadrantes.

2?) Para todo ponto (x, y) pertencente a circunferéncia trigonométrica, temos -1<sx<le-1<y=<1
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‘, Arcos congruos (ou congruentes)

Toda vez que o ponto da circunferéncia, final do arco iniciado em (1, 0), € o mesmo para dois arcos dife-
rentes (por exemplo, O e 21), chamamos esses arcos de arcos congruos ou congruentes. E conveniente notar
que todos os arcos congruos diferem entre si de um multiplo de 21, que € o comprimento de cada volta.

8 PR Ry YAN
/ X ’/ i i

N

. v .
Ao m]mero%esta’ Ao numero?JrZTrtambem

Ao numero % +2-2mwesta

i esta associado o ponto B. .
associado o ponto B. P associado o mesmo ponto B.

Imaginando o ponto como um moével que se desloca sobre a circunferéncia no sentido anti-horario, te-
riamos o seguinte:

* na primeira figura, o ponto deslocou-segou 60° de A até B;
« na segunda figura, o ponto deslocou-se uma volta inteira (2m ou 360°) e maisgou 60° ou seja, des-
Iocou-se%-rou 4205

* na terceira figura, o ponto deslocou-se duas voltas inteiras
(2-2mou2-360°e maisgou 60% ou seja,BTTr ou 780°.

Supondo que o ponto se deslocasse k voltas inteiras, o nimero associado a extremidade B do arco AB seria
escrito assim:

§+k-21-rou60°+k-360°,comk®Z

Podemos entao definir:

Dois arcos sao congruos ou congruentes quando suas
medidas diferem de um multiplo de 2 rad ou 360°.

Para refletir
Com relacdo ao exemplo a, podemos afirmar que sao céngruos:

2)30°e 30° + 360° (ou % e % + 2»‘1-) 30°e390°ou % e BTw.Ecomrelagéo ao exemplo b?

Exemplos de arcos congruos:

1 K " "
b) 45° e 45° + 2 - 360° (ou 2% + 2-217) ) 60° e 60° — 3 - 360° (ou 3¢3° 3-2w2

Nesse ultimo exemplo, o sinal negativo significa que as trés voltas completas foram dadas no sentido

horario. Dizemos, nesse caso, que 60° — 3 - 360° = —1020° ou —wTﬂ sao arcos negativos.

Fique atento!

De modo geral:

« se um arco mede a’, 0s arcos congruos a ele podem ser dados pela expressdo a® + k- 360°,com k JZ.

« se um arco mede x radianos, os arcos congruos a ele podem ser dados pela expressao x + k - 2w ou x + 2k, com k & Z.

« como a cada ponto da circunferéncia podem estar associados infinitos arcos congruos, dizemos que o arco da 12 volta positiva (entre 0 e 2 ou
entre 0° e 360°), associado a um ponto da circunferéncia, ¢ a 12 determinacao positiva de qualquer arco céngruo associado ao mesmo ponto.
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passo a passo: exercicio 3

Exercicios resolvidos

2. Escreva a expressao geral dos arcos congruos aos

arcos de: 3
a) 45° b) Tﬂ rad.
Resolucao:
a) expressao geral: a + k - 360°
a = 45°

45° + k-360°, comk E Z

b) expressao geral: x + 2kw
3w
= —rad
4

BTTr-f'Zk’IT,COI’nkEZ

3. Qual é o menor arco nao negativo congruo ao arco
de 1320°, ou seja, qual € a 12 determinacao positiva
do arco de 1320°?

Resolucao:

Devemos obter o menor valor nao negativo de «
talque a + k - 360° = 1320°, com k € Z.

Ent3o:

1320 | 360

240 3 —>»1320° =240° +360°-3

t. L

Logo, o arco pedido
mede 240°.

Para refletir
Qual € o significado de um
numero ndo negativo?

Fique atento!
Neste exercicio dizemos que 240° ¢ a 12 determinacao
positiva de 1320° ou que 1320° foi reduzido a 12 volta.

Resolvido passo a passo

4. (Enem) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o
skatista brasileiro Sandro Dias, apelidado “Minei-
rinho”, conseguiu realizar a manobra denominada
“900”, na modalidade skate vertical, tornando-se
o segundo atleta no mundo a conseguir esse feito.
A denominacao “900” refere-se ao nimero de
graus que o atleta gira no ar em torno de seu pro-
prio corpo, que, no caso, corresponde a:

a) uma volta completa.

b) uma volta e meia.

) duas voltas completas.

d) duas voltas e meia.

e) cinco voltas completas.

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?

E explicado que a denominacdo “900”, na
manobra do skate vertical, se refere ao
nimero de graus que o atleta gira em tor-
no do seu proéprio corpo.

~

b) O que se pede?
Pede-se ao aluno que determine quantas voltas

o atleta gira quando faz a manobra denomina-
da “900” no skate vertical.

2. Planejando a solucao

Sabendo que uma volta completa equivale a um
girode 360°, basta determinarmos quantas voltas
equivalem a 900°.

Isso pode ser feito de varias maneiras: descobrin-
do-se quantas vezes o 360° “cabe” em 900%
usando-se proporcao; etc.

3. Executando o que foi planejado

e Chamando de x o nimero de vezes que 360° “ca-
be” em 900°, temos: 900 |360
36OX=900=>X=&=2,5 X

360
Portanto, sao duas voltas e meia.
e Usando proporcao, e chamando de x o numero
de voltas que equivale a 900°, temos:
X 1 900
——=—— o x==—=25
900 360 360
Note que isso equivale a usar a chamada “regra
de trés”.

4. Emitindo a resposta
A resposta € a alternativa d.
5. Ampliando o problema

a) Muitas outras manobras do skate vertical (ram-
pa em forma de U) tém no nome nlimeros que
indicam a rotacao em graus do atleta. Uma
manobra como “180 ollie frontside” consiste em
um giro de meia-volta noar quando o atleta sai
da rampa, voltando para ela com o skate ja na
nova posicao. Considerando apenas o nome das
manobras abaixo, descreva o nimero de voltas
do giro do atleta em cada uma delas:

|. Fakie 360
II. 540 McTwist
1. 720 McHawk
b) Discussdo em equipe
Skatismo € ou nao € esporte? Ha quem de-
fenda uma e outra posicao. Ja quiseram até
mesmo incluir essa atividade em olimpiadas.
Alguns dos maiores nomes do skatismo mun-
dial dizem que “skatismo nao é esporte, é
estilo de vida”. Mas é considerado também
um “esporte radical” e participa dos X-Games,

a “olimpiada dos esportes radicais”. Converse
com seus colegas e dé sua opiniao.

c) Pesquisa
Quem foi o primeiro a executar o “900”?
Quando e onde isso aconteceu?

\
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Exercicios

7. Escreva a expressao geral dos arcos congruentes a:

a) 60° Q) Ll rad
4
b) 120° d) ”T“ rad

8. Deé a expressao geral, em radianos, dos arcos de extremi-
dades nos pontos indicados, considerando a origem em A:

a) Y
ap;
30° | x
b) y
/P"
'\45 X
o A
\P:/\J
o) Y
//’ 45°) X
!\\ I
d) y
P\
S _L120°
ﬁ\ X
e) Y
ARy
!\/W’A
\P
f)

K

9.

10.

1.

12.

ATIVIDADE

empupta Encontrem a12determinacao, ou seja, o menor
valor nao negativo congruo ao arco de:
10

a) 780° c) —400° e) N rad
b) 1140° d) 157“ rad f) 97“ rad

Empupa Respondam:

a) Convertendo Im rad em graus, quanto obtemos?

b) Qual é o comprimento de um arco correspondente
aum angulo central de 60° contido em uma circun-
feréncia deraior =15cm?

¢) Quanto mede o menor arco ndo negativo céngruo
de 2650°?

d) Qual é a expressao geral dos arcos congruos de
14_'“'?
3
Emooea (PUC-MG) Ao projetar prédios muito altos,
os engenheiros devem ter em mente o movimento de
oscilacao, que é tipico de estruturas de arranha-céus.

Se o ponto mais alto de um edificio de 400 m descre-
ve um arco de (%) , a medida do arco descrito por es-

se ponto, em metros, é:

4 N
a) m. Q) 3 - e) 0
b 2T d) 19T
4 9
ATIVIDADE

empupLa  Historia

Em 1792, durante a Revolucao Francesa, houve na Fran-
¢a uma reforma de pesos e medidas que culminou na
adocao de uma nova unidade de medida de angulos.
Essa unidade dividia o angulo reto em 100 partes
iguais, chamadas grados. Um grado (1 gr) é, entdo, a
unidade que divide o angulo reto em 100 partes iguais,
e o minuto divide o grado em 100 partes, bem como
o segundo divide o minuto também em 100 partes.
Tudo isso para que a unidade de medicao de angulos
ficasse em conformidade com o sistema métrico de-
cimal. A ideia nao foi muito bem-sucedida, mas até
hoje encontramos na maioria das calculadoras cienti-
ficas as trés unidades: grau, radiano e grado.

Com base no texto acima, respondam:

a) A quantos grados equivale meia volta de circunfe-

réncia? E uma volta inteira?

b) Em qual quadrante termina o arco trigonométrico
de 250 gr?

¢) A quantos grados equivale 1rad?
d) A quantos graus equivale 1gr?

m Unidade 1 ¢« Trigonometria
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Funcoes

A representacao das relacoes trigonomeétricas no circulo de raio
unitario levou os matematicos a estudar o seu comportamento esbo-
cando-as graficamente. Assim, foram identificadas como funcoes e foi
Gilles Persone de Roberval (1602-1675) o primeiro a esbocar o grafico da
funcao seno. O estudo dessas funcoes teve seu apice com Joseph Fourier
(1768-1830), no campo dos movimentos periédicos.

Um movimento periédico é aquele que se repete em intervalos de
tempo iguais, como o movimento dos ponteiros de um relégio.

Se esse movimento ocorrer sempre na mesma trajetoria e tiver o
seu sentido invertido regularmente (em um vaivém, de um lado para
0 outro), é chamado entdo movimento oscilatério ou vibratério, como o
péndulo do relégio ao lado.

Em varias areas do conhecimento ocorrem movimentos periodicos
oscilatorios cujos comportamentos podem ser estudados e compreen-
didos se forem descritos por meio de funcoes trigonométricas.

Muito distante de seu embriao no triangulo retangulo, agora a
Trigonometria toma proporcoes ampliadas. E as funcoes trigonométri-
cas, que estudaremos neste capitulo, expandem seu campo de atuacao.

trigonomeéetricas

Relégio de péndulo, exemplo de
movimento oscilatério (ou vibratério).

Quando afastado de sua posicao de
equilibrio e solto, o péndulo oscilard em
um plano vertical sob a acao da gravidade:
o movimento é periddico e oscilatorio.

Coprid/Shutterstock/Glow Images



mwp NOCOes Iniciais
No capitulo 8 do volume 1, os valores sen «, cos a e tan a foram definidos apenas para angulos agudos,

ouseja,para0 ¢ «a ¢ g com « indicando a medida do angulo em radianos.

Para esses valores de a foram demonstradas duas importantes relacoes:

sen*a + cos’a =1 e tana =

No primeiro capitulo deste volume, os valores de sen «, cos a e tan « foram estendidos para « = 0

(@ngulonulo), « = T (anguloreto) e g ¢ o ¢ m (angulos obtusos) para possibilitar a resolucdo de trian-

gulos quaisquer, mas sem a justificativa desses valores.
Neste capitulo vamos estender a nocao de sen «, cos « e tan a para todos os valores reais de «, jus-

tificando seus valores de modo que sejam mantidas as duas relacdes fundamentais(sen2 a+cos’a=1Tle
sen

o . .. ~ .e . .
tana = ) Assim, poderemos definir seno, cosseno e tangente como funcdes de variaveis reais,

Cos «
quando for conveniente. Por isso, muitas vezes nos referimos ao seno, ao cosseno e a tangente como

funcoes trigonométricas.

Formem duplas com seus colegas, leiam o texto a seguir e facam o que se pede.

Um fendmeno periddico € algo que se repete da mesma maneira, em intervalos regulares. A sequéncia dos
dias da semana (segunda, terca, .., sdbado, domingo, segunda, terca, ..) e a dos meses do ano (janeiro, feve-
reiro, .., novembro, dezembro, janeiro, ...) sdo periddicas. No caso dos dias da semana o periodo é de 7 dias,
no dos meses do ano o periodo é de 12 meses. As funcdes também podem ser periddicas.

Observem os graficos das funcdes a seguir e tentem identificar quais representam funcoes periédicas.
Nesse caso, qual é o periodo?

a) y d) y

X
x

@ Unidade 1 ¢« Trigonometria



> A ideia de seno, cosseno e tangente de um
numero real

Consideremos P(x, y) um ponto da circunferéncia trigonométrica, ponto final do
arco de medida « rad, definido a partir do nimero real . Nessas condicoes, temos:
na

. se
sen @ = ordenada de P cos a = abscissa de P tan a = (com a # 0)
cos «

Ay

SIE

P(cosa, sena)

sen/a [e%

m cosa o (1,0)

Observe que essa definicao coincide com aquela dada para angulos agudos, pois, como todos os pontos
da circunferéncia trigonométrica estao a distancia 1 da origem, pela relacao de Pitagoras, temos:

sena + cos?a =1

Assim, essa definicao, estendida agora para qualquer numero real, mantém as relacoes fundamentais.

. -~ - Tr 3
Observe também que tan «a nao é definida para alguns valores de «, como para « = 2 ea = —, em

que cos a = 0. 2

Observacoes:

12) Dessa forma, ao associar um ndmero real a a um arco da circunferéncia, estamos associando o nimero
real ao ponto P cuja abscissa € o cosseno de « e cuja ordenada é o seno de a.

27) Apesar de as definicoes de seno e cosseno na circunferéncia trigonométrica necessitarem do arco em
radianos — por causa da associacao com os nimeros reais (como exposto no capitulo anterior) —, ndo
ha problema em se referir aos valores dos angulos em graus. Entao, agora podemos pensar em seno e
cosseno de arcos (ou angulos) maiores do que 90°, algo impensavel quando se trabalhava com tridngulos
retangulos. Também podemos pensar em senos e cossenos de angulos negativos.

32) O eixo das abscissas é também chamado eixo dos cossenos e o eixo das ordenadas é também chamado
eixo dos senos.

eixo dos
senos

A

eixo dos
B (0SSeNnos
@]
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p» Valores notaveis do seno e do cosseno

Observe nas figuras a seguir os pontos A(1, 0), B(0, 1), A’(—1, 0) e :
, . . Para refletir
B’(0, —1). Lembrando que a abscissa do ponto P é o cosseno, e a orde- Por que o nome “valores notaveis™?
nada é o seno, temos:

e A
y
x=0(0%
A=P X sen0=0
0

cos0 =1

s N s
Y ™ o y
bor x = 2 (o07) x =T (270°)
2
! w 3w
sen — =1 Jw
A X 2 X sen > 1
0
D
cos — = OS5 ——
AN J A
' N\ '
Y y
x = (180°) x = 2w (360°)
A=P A X senm =0 A=p x sen2w=0
o} 0
cosm = —1 cos 2w =1

AN J A

Veja a tabela com os valores notaveis do seno e do cosseno:

iy o a o a o 1T ° o 3 o o
0 3 (30°) ”y (45°) 3 (60°) > (90°)  (180°) BB (270°) | 2w (360°)

0 1 2 3 1 0 1 0
2 2 2

1 3 2 1 0 -1 0 1
2 2 2

Ki-3 Unidade1 + Trigonometria



s Reducao ao 1° quadrante

Sabendo os valores da tabela da pagina 38 e usando a simetria dos pontos da circunferéncia, podemos
obter valores de seno e cosseno de arcos em todos os quadrantes.
Observe como usar a simetria nas figuras a seguir.

Arcos no 22 quadrante

Y T Y
T (60°
2?“ (120°) e 13 (60°)

60%\ ,&60”
@]

Para determinar o seno ou o cosseno de um angulo do 2° quadrante, basta compara-lo com o angulo
correspondente do 1° quadrante.

sen (m — x) = senx
cos (m — x) = —cos x

Arcos no 3¢ quadrante

Para determinar o seno ou o cosseno de um angulo do 3° quadrante, basta compara-lo com o angulo
correspondente do 1° quadrante.
sen (m+ x) = —senx
cos (m + x) = —cos x

Arcos no 4°© quadrante

300°

Para determinar o seno ou o cosseno de um angulo do 4° quadrante, basta compara-lo com o angulo
correspondente do 1° quadrante.

sen (2m — x) = —sen x
cos (2m — x) = cos x

Capitulo 3 * Fungdes trigonométricas



Arcos maiores do que 360° (fora da 12 volta)

Y

390°
(congruo
a30°)
X

y

750°
(congruo
a30°)
X

Fique atento!

Toda vez que o ponto da
circunferéncia final do arco iniciado
em (1,0) é o mesmo para dois arcos
diferentes por exemplo O e 2,
chamamos esses arcos de arcos
congruos ou congruentes.

Para determinar o seno ou o cosseno de um arco fora da 12 volta, basta considerar seu congruo na 12 volta.

Exercicio resolvido

1. Calcule o valor de:

a) sen ZTqT b) cos 135°
Resolucao:
27 m™ V3
a) sen — =sen — = —
3 3 2
b) cos135° = —cos45° = _f

NS

c) sen 210° d) cos300°

) sen210° = —sen30° = _71

1

d) cos300° = cos 60° = >

~

Fique atento!

Perceba os sinais de seno e

cosseno em cada quadrante:
seno

cosseno

J

(~ ATENCAO! |

Exercicios

1. Em que quadrante temos simultaneamente:

a) sena<0ecosa<0?
b) sena>0ecosa>0?
c) sena<0ecosa>0?

37
a) sen ——
6

b) sen (—225°)

C) sen 6

[0

?

7 ATIVIDADE
‘ EMDUPLA

2. Aque quadrante pode pertencer a se:
a) sena=—i? C) cos a =

4
b)c05a=—g? d) sena =

. ™
3. Determine cos x sabendo que > <x<mesenx = %

(Lembre-se de que sen® x + cos® x = 1.)

4. Use os valores notaveis do seno para calcular pelare- = g

ducao ao 1% quadrante:

b) sen A
3

5
a) sen —
6

5. Use os valores notaveis do cosseno e calcule fazendo

reducao ao 12 quadrante:

5 2
a) cos — c) cos —

6 3
b) cos 315° d) cos 330°

_

v
w|& 7

a) senx = —1

B a) cos om
c) sen 330 4

b) cos (—330°)

9
e) cos—sqT 0) cos —
4 2
f) cos 240° d) cos 1140°

b) senx:—2
2

Nao escreva no
seu livro!

6. Use os valores notaveis do seno e calcule:

d) sen 19
4

e) sen 630°

f) sen (—%)

Calculem os possiveis valores reais de x em:

1
C) senx = ——
2

d) senx =10

. Calcule usando arcos congruos:

257
e) cos —
6

f) cos (—BTTr)

g) cos N

h) cos 570°

Trigonometria
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ks A ideia geométrica de tangente

Dado um arco AP de medida x na circunferéncia trigonométrica, definimos tan-
gente de x como o valor obtido assim:

senx
tanx = , para cos x # 0

0S X
Geometricamente, o cosseno de x é a abscissa de P, e o seno de x é a ordenada de P.

Vejamos agora o significado geométrico de tan x.

Para isso, vamos considerar na circunferéncia trigonométrica a reta t, tangente a circunferéncia no ponto A,
com a mesma orientacao do eixo y.

Observe as figuras com P em cada um dos quadrantes:

Y t y t
B B
PAT b
A : X : X
o} R A A\ R o A
T
B B’
t y t
B B
T
R O X ) R X
A\ A A Pl A
P PN T
B B

Para refletir
Justifique que AORP ¢ AOAT.

Em todos os casos, AORP e AOAT sao semelhantes. Dessa semelhanca, vem:
PR TA senx _ TA

— ou
OR OA Cos X 1

Como enx tanx (com cos x # 0) e tanx = % = — = TA, entao temos tan x = TA, ou seja,
0S X

geometricamente a tan x é TA, medida algébrica de TA.

Observacao: Medida algébrica de TA significa que ela pode ser positiva, negativa ou nula.
Se T € o encontro das retas OP e t, no caso de essas retas serem paralelas, nao existe TA e por isso nao exis-

te tan x.

Por exemplo, tan T etan 3; nao existem (perceba que cos g = 0 e cos %T = 0).

Capitulo 3 ¢ Funcgdes trigonométricas n



Valores notaveis da tangente

y t y ¢
B P=8B
X = E
x=0
- - . e Nao é definid
! p=4 tan0=0 0 aoé eqlTnla
atan —
/ 2
B o
J t y t
& B
[ - :
X = —
2
X=m
pP=A A X A A X
o} tanm =0 o Nao é de;"i:ida
atan —.
2
B’ P=p
Y t
B
\ X =2
A X
oj p=, tan2wm=0
5
Temos, entao, a tabela com os valores notaveis da tangente:
x 0o | TEo) | Ty | Te09) | T (907) | m(807) | 3T (5707 | 2m(360°)
6 4 3 2 2
V3 naoé naoé
tanxy 0 3 ! V3 definida 0 definida 0

Para o calculo dos valores das tangentes de angulos no 22, 3%, e 4° quadrantes, procedemos exatamente

da mesma maneira que fizemos com senos e cossenos: sabendo o sinal da tangente em cada quadrante,
basta reduzir cada arco desejado ao 1° quadrante para saber o valor da tangente desse arco.

Unidade 1 ¢« Trigonometria



Acompanhe as simetrias nas figuras abaixo:

Fique atento!
Comparac¢ao de um arco
do 2° quadrante com um
correspondente do 1°

quadrante.
tan (m — x) = —tan x
tan —=—tan — =

~

Fique atento!
Comparacao de um arco
do 32 quadrante com um
correspondente do 1°
quadrante.

tan (w + x) = tan x

walw

Fique atento!
Comparacao de um arco
do 4° quadrante com um
correspondente do 1°
quadrante.

tan (2m — x) = —tan x

Como areta t é orientada “para cima”, a tangente € positiva quando P € do 1°, ou do 3% quadrante; é negativa
quando P € do 2°, ou do 4°, quadrante. Assim, sabemos o sinal da tangente em qualquer quadrante.

y

Exercicios

9. Calcule ovalorde (use os valores notaveis, reducao ao

12 quadrante e arcos congruos):

a) tan 180° e) tan 45° i) tan BTW
b) tan 0° f) tan 60° j) tan 4711-
) tan 30° g) tan 210° k) tan (—%‘T
d) tan 90° h) tan 300° [) tan %‘T

~

. Represente a expressao geral de x para que se tenha

tanx=1.

. Determine x nos seguintes casos, com x € IR:

a) tanx =3
b) tanx = —1

12. Determine o valor de tan 1935°.

Capitulo 3 * Fungdes trigonométricas



as Estudo da fungao seno

Dado um numero real x, podemos associar a ele o valor do seno de um angulo (ou arco) de x radianos:

R R
y=senx

Fique atento!

Para cada valor real de x
existe sempre um unico
valor real para sen x.

Assim, definimos a funcao trigonométrica seno como a funcao real de
varidveis reais que associa a cada numero real x o valor real sen x, ou seja,
fR—>R
X — f(x) = sen x

Ja estudamos o processo que permite associar um nimero real x a medida x de um angulo (ou arco) para
posterior obtencao do valor sen x. Estudamos também como obter os valores sen x para quaisquer valores x
de medidas de angulos (ou arcos). Lembramos que x, medida de angulo (ou arco), é expresso em radianos.

Grafico da funcao seno

Para construir o grafico da funcao seno vamos construir uma tabela com valores de x da 12 volta positiva.
O seno, em alguns casos, sera usado com valores aproximados.

0 i m ul ul 2m 3m om
6 4 3 2 3 4 6 T
0 1 V2| B . 3| 2 il 0
2 2 2 2 2 2
0 0,5 07 0,9 1 0,9 07 0,5 0
Im om A 3m om Jm N
6 4 3 2 3 4 6 2m
B O O S O (O M A/ N N
2 2 2 2 2 2
-0,5 -07 -0,9 -1 -0,9 -07 —05 0
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Veja o grafico inicialmente para x € [0, 2] e depois para x € R:

Ay

09 frommmmmmomooe AT
07 prmm-mmm- oA

O s i

v
3
N
3
w
3
v
3
-~
3
3
¥ x

—-05
-07
-09

Como a funcao f(x) = sen x é definida no conjunto dos nimeros reais, ou seja, seu dominio é R, a curva
pode ser estendida para valores de x menores do que zero e maiores do que 2. Assim, o grafico da funcao
f:R = R, definida por f(x) = sen x, é a curva chamada senoide, que tem o seguinte aspecto:

Ay

[courano] Fique atento!
DIGITAL O grafico de f(x) = sen x é simétrico
em relacao a origem.
Periodicidade da funcao seno
Y

periodo (p)

periodo (p) periodo (p)

Observando o grafico da funcao seno, vemos que a funcao repete periodicamente seus valores nos
intervalos ..., [-2m, 0], [0, 2], [2m, 4], ... Dai dizermos que a funcao seno é periédica.
Observe no grafico que:

sen x = sen (x + 2m) = sen (x + 4m) = ... para todo x € IR

Dizemos entao que o periodo da funcao seno € 2m e indicamos assim: p = 2.
Para encontrar o periodo basta observar no grafico o deslocamento horizontal necessario para que ele
comece a se repetir.

Capitulo 3 » Fungdes trigonométricas



Sinal da funcao seno

Observando o sinal da funcao seno, vemos que a funcao é positiva para valores do 1° e 22 quadrantes
e negativa para valores do 3° e 4° quadrantes.

4 ™ Para refletir
2 Quais sao os valores de sen x para
k 3w
X=0,x=—,Xx=mX=—— eseus
2 2
+ + arcos coOngruos?
l 0 x

2

Observacoes sobre a funcao seno:

18) Funcao seno é a funcao de IR em IR definida por f(x) = sen x.

2?) Afuncaosenotem D =R e Im = [1,1].

3%) Afuncdo seno ndo é injetiva nem sobrejetiva.

49) A funcao seno é funcao impar, isto é, sen x = —sen x, para todo x real.

Fique atento!

53) A funcao seno é periddica de periodo p = 2. x é amedida do arco
. em radianos.
69) « sen x = 0, para x = kw, com k € Z.

m
+ sen x = 0, para x do 1° e 2° quadrantes e para x = 5 + 2k, com k € Z.

3
«senx{ 0, paraxdo 3°e 4°quadrantes e para x = TW + 2k, com k € Z.

Exercicio resolvido ~N

2. Determine os valores reais que m pode assumir para que exista um nimero real x que satisfaca a igual-
dade sen x =2m — 3.

Resolucao:

Condicdo: -1<senx<1= -1<=2m -3 <1

Resolvendo a dupla desigualdade, temos:
“1s2m—-3s1=-1+3s=2m=s=1+3=32s2m=s=4=1sm=2

Logo, os valores de m sao dados pelo conjunto{m € R | 1< m < 2}.

\_ J

Exercicio ~

13. Determine os valores reais de m para os quais as seguintes equacdes tenham solucao:
a) senx=2m—17 o senx=m>—1

b) senx=3m —2 d) 4m + senx =1
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mw Estudo da fungao cosseno

Dado um nimero real x, podemos associar a ele o valor do cosseno de um angulo (ou arco) de x radianos:

R R

y=cosx

/\

Fique atento!

Para cada valor real de x
existe sempre um unico
valor real para cos x.

Assim, definimos a funcao trigonométrica cosseno como
a funcao real de variaveis reais que associa a cada nimero real
x o valor real cos x, ou seja:
fR >R

X — f(x) = cos x

Ja estudamos o processo que permite associar um numero real x a medida x de um angulo (ou arco) para
posterior obtencao do valor cos x. Estudamos também como obter os valores cos x para quaisquer valores x
de medidas de angulos (ou arcos). Lembramos que x, medida de angulo (ou arco), é expresso em radianos.

Grafico da funcao cosseno

Vamos construir o grafico da funcdo f(x) = cos x, inicialmente para x € [0, 27] e depois para x € R.
Alguns valores de cos x serao aproximados.

0 il il il us 2 3w o7
6 4 3 2 3 4 6 T
1 ER P 0 A2 B
2 2 2 2 2 2
1 0,9 07 05 0 -05 | -07 | -09 -1
Im Eus Am 3m Eul Jw Tl )
6 4 3 2 3 4 6 T
V3 V2 1 1 V2 V3
= - — 0 — ~= ~— 1
2 2 2 2 2 2
-0,9 ~0,7 ~0,5 0 05 07 0,9 1
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Veja o grafico inicialmente para x € [0, 2] e depois para x € R.

0,9
0,7
0,5

-07

Como a funcao f(x) = cos x é definida no conjunto dos nimeros reais, ou seja, seu dominio é R, a curva
pode ser estendida para valores de x menores do que zero e maiores do que 2. Assim, o grafico da funcao
f:R =R, definida por f(x) = cos x, é a curva chamada cossenoide, que tem o seguinte aspecto:

Fique atento!

X O grafico de f(x) = cos x
€ simétrico em relacao
ao eixo y.
Observacoes sobre a funcao cosseno:

s . . T _—
1) A cossenoide nao é uma nova curva, e sim uma senoide transladada — unidade para a direita. Observe
: - : : ™
na senoide da pagina 45 que, se colocarmos o eixo y no ponto de abscissa x = By teremos exatamente o

grafico da cossenoide. Isso faz com que a maioria dos aspectos relevantes da funcao cosseno seja a
mesma da funcao seno.

22) O dominio é o mesmo: f: IR — IR tal que f(x) = cos x tem D = IR.
3%) Aimagem é a mesma: f: IR — R tal que f(x) = cos x tem Im = [-1,1].
47) O periodo é o mesmo: a funcao cosseno é periddica de periodo p = 2.
5%) Afuncao cosseno também ndo é nem injetiva nem sobrejetiva.

As diferencas entre a funcao cosseno e a funcao seno ficam por conta dos aspectos que dependem dos valores

. . .. ™ . ~ .. ~
das imagens associados aos dominios, que transladam 2 unidade. Por exemplo, a funcao seno é impar e a funcao

cosseno é par, pois cos (—x) = cos x, para todo x do D(f) = R.

Sinal da funcao cosseno

Observando o sinal da funcao f(x) = cos x, vemos que a fun¢ao cosseno w
€ positiva para valores do 1° e 4° quadrantes e negativa para valores do 2°e
32 quadrantes.

- +
™ 0
2
Para refletir - +
- y 3 R
Quais sdo os valores de cos x parax = 0,x = EX X = T, X = —— e Seus arcos congruos?
317
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Exercicios

14. Determine os valores reais de m para que exista um
nimero real x que satisfaca as seguintes igualdades:
a) cosx=2m+5 ¢ cosx=1—m?

b) cosx=3m + 4 d) cosx +5m=6

15. Considerando fe g funcdes de R em R tal que
f(x) = sen xeg(x) = cos x:
e
)

a) calcule fim), gm), f(%) -

) oot

b) determine x € [0, 2w] tal que f(x) = g(x);

) determine se existe x € R tal que % <x<me

N

f(x) = g(x) (justifique sua resposta).

~

16. Veja como determinar os valores maximo e minimo
dafuncdoy =2+ 3 -senx.
Parasen x = —1,que é o valor minimo de sen x, temos:
y=2+3(-)=-
Para sen x =1, que é o valor maximo de sen x, temos:
y=2+3-1=5
Logo, Ymin = —1 € Ymsx = 5.
Agora é com vocé: Determine os valores maximo e
minimo de y em cada item:
a) y=senx—10
b) y=6—10"- cos x
9
d)

y=3-cos’x +1
Y =senx + cos x
17. © pesario  Seja f(x) = sen x + cos x. Calcule o valor de

751

ey Senoides

Além das funcdes trigonométricas estudadas existem outras que envolvem seno e cosseno, que chama-

remos senoides. Por exemplo, as funcoes f e g tal que:

a) f(x) = 2 + cos x,com x € R.
b) g(x) = sen 2x, com x € R.

As senoides e os fendmenos periddicos

A natureza esta repleta de fendmenos fisicos ditos periédicos, ou seja, que se repetem sem alteracao
cada vez que transcorre um intervalo de tempo determinado (periodo). Por exemplo, os movimentos das
marés, da radiacao eletromagnética, da luz visivel, dos péndulos, das molas, sao todos periddicos.

As funcoes trigonométricas, principalmente as senoides, sao excelentes para descrever tais fenémenos,
uma vez que sao funcoes periddicas. A maneira mais basica de associar as senoides a um movimento perié6-
dico é imaginar um ponto percorrendo toda a circunferéncia trigonomeétrica. A projecao desse ponto no eixo

dos senos ou no eixo dos cossenos descreve um movimento periddico.

A projecao do ponto P(x, y) sobre o eixo dos cossenos descreve um
movimento cuja equacao € do tipo x = cos «, e sobre o eixo dos senos

€y =sena.

Dessa forma podemos associar a qualquer movimento periodico
uma funcao senoidal do tipo f(x) = a + b - sen (cx + d) ou
f(x) =a + b - cos (cx + d), cujaimagem é dada por [a — |b|, a + |b|],

27

e cujo periodo é dado por H Na descricao dos fenémenos periédicos,

em geral se opta por valores b e c positivos, de forma que a imagem
da senoide nesses casos passa a ser [a — b; a + b] e o periodo fica

2
sendo —.
c

Equacao: sentenca matematica que
apresenta o sinal de igualdade (=) e uma
ou mais incognitas que representam
numeros desconhecidos.

eixo dos senos
P

pr

eixo dos
Cossenos

BCK TR R upupupEpEp PR
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5l o 5 passo a passo: exercicio 6
Exercicios resolvidos ~N

3. Sendo f(x) = 2 + cos x, com x E R, e g(x) = sen 2x, com x € IR, determine f(%) e g(%)
Resolucao:
f(1)=2-1-c051=2+i

3 3 2 2

4. Construa e analise os graficos da funcdo f(x) = 3 - sen x dando seu dominio, sua imagem e seu periodo.

(Construa apenas um periodo completo.)

Resolucao:
X sen x 3-senx | y=f(x) 4
B

0 0 3-:0=0 0 b \a—flx) =3 senx
Fique ™ 14/ 3
atento! 2 1 3-1=3 3 717 X
Verifique que 0 U U 2
mudangcas m 0 3-0=0 0 —T----- T 3 "‘:'"""\ f(x) = sen x
ocorreram nos 5 ;
graficos de: omm . i
fix) =3-senx 2 =1 3(_1)_ -3 -3 =3 =
com relacao a
fx) = senx 2w 2 9°0=Y Y D=R,Im=1[-33],p=2n

5. Descreva com uma senoide a altitude do mar em um dia em determinado local sabendo que nesse dia, na
maré alta, a altitude do mar foi 1,6 m e na maré baixa foi 0,2 m. As marés altas ocorrem as 2h e as 14h, e as
marés baixas ocorrem as 8h e as 20h. Considere a contagem do tempo em horas a partir da meia-noite.

Resolucao:
O texto pode ser resumido pelo grafico ao lado. Altitude (m)

Entao, precisamos obter as constantes a, b, ce d em L] e
flx)=a+b-sen(cx + d)ouemf(x) =a+ b-cos (cx + d).
Optaremos por h(t) = a + b - sen (ct + d) sem que haja motivo
especifico para isso. Optaremos também por b e c positivos,
que é o mais comum. o

Assim, temos:

{Zig:a’g:a=0,9eb=0,7

O periodo das marés é de 14 — 2 =12 h. Entao: ZTTF =12=c= %

Existe deslocamento horizontal da senoide. Entao, para obter a constante d, percebemos que nesse caso o
maximo seno ocorre quando t = 2; como ja sabemos que ¢ = % temos:
sen(%-Zer) =1:>sen(%+d) =1=

= T 44 =

Variando k, encontramos os possiveis valores de d, que sao % BTTF etc. Optaremos por d = %

Assim, nesse dia e nesse local, a altitude do mar pode ser descrita por h(t) = 0,9 + 0,7 - sen (%t + %)

N
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Resolvido passo a passo 3. Executando o que foi planejado
X -

6. (FGV-SP) Um supermercado, que fica aberto Quando tivermos sen ( ) =1, f(x) valera
24 horas por dia, faz a contagem do numero de
clientes na loja a cada 3 horas. Com base nos dados
observados, estima-se que o nimero de clientes

possa ser calculado pela funcao trigonométrica Quando tivermos sen ( X 1'21T) = —1,f(x) valera

900 — 800 - 1= 100; portanto, a estimativa é de
que teremos 100 pessoas no supermercado.

X T

f{x) =900 —800 sen( ),ondef(x) €onlme- 900 — 800 - (—1) = 1700, portanto a estimativa é
de que teremos 1700 pessoas no supermercado.

Logo, o minimo estimado sao 100 pessoas e 0 ma-
ximo sao 1700 pessoas. A diferenca procurada é

1600 pessoas.

ro de clientes e x, a hora da observacao (x é um
inteirotal que 0 € x € 24).Utilizando essa funcao,
a estimativa da diferenca entre o nimero maximo
e o numero minimo de clientes dentro do super-

mercado, em um dia completo, € igual a: 4, Emitindo a resposta
a) 600. c) 900. e) 1600. Alternativa e.
b) 800. d) 1500.
5. Ampliando o problema
1. Lendo e compreendendo Nos itens a, b e c abaixo, considere que o valor de x
a) O que é dado no problema? seja exatamente o horario durante o dia, contado

desde Oh (meia-noite de um dia) até 24h (meia-
-noite do dia seguinte).
a) Nesse supermercado, em que horario do dia se

E dada uma funcdo senoide para que o aluno
obtenha as informacdes de que precisa a partir

da interpretacao dessa funcao. estima ter o maior nimero de clientes?

b) O que se pede? b) Eem que horario do dia a estimativa é de se ter
Pede-se a estimativa da maxima quantidade de 0 menor nimero de clientes?
pessoas no supermercado, durante as 24 horas ¢) Em que horario do dia a estimativa é de se ter
em que ele fica aberto, e também a estimativa 1300 clientes?
da minima quantidade. Feito isso, pede-se a di- d) Discussdo em equipe

ferenca entre esses dois valores. e
: Troque ideias com seus colegas sobre o fluxo de

clientes em supermercados, bancos, lojas, res-

2. Planejando a solucao A . -
’ taurantes. Vocés acham que existem horarios

Precisamos do valor maximo e do minimo da fun- do dia em que é possivel prever que havera mais
¢ao, obtendo depois a diferenca. Lembrando que gente, e que isso aconteca regularmente todos
—1€ sena € 1, para obter o maximo e 0 minimo os dias? Ou isso muda de dia para dia? Compa-
valor de uma senoide, basta calcular o valor de f(x) rem suas conclusdes com os valores obtidos nos
para quando o seno valer 1e —1. Depois, compara- itensae b e analisem se a funcao dada no enun-
mos os dois valores para estabelecer qual € o mi- ciado é coerente com a visao que a equipe tem
nimo e qual € o maximo. da realidade.

N\ J

Vocé sabia?

Os movimentos periédicos de elevacio e abaixamento da superficie dos oceanos, mares e
lagos sdo provocados pela forca gravitacional da Lua e do Sol sobre a Terra. As marés
ocorrem a intervalos regulares de 6 horas e 12 minutos. Portanto, a cada 24 horas e 48
minutos, o mar sobe e desce duas vezes, constituindo o fluxo e refluxo das dguas. A medida
que a Terra gira, outras regioes passam a sofrer elevacdes, como se a subida de nivel se
deslocasse, seguindo a Lua.

No lado oposto da Terra da-se o mesmo: as 4guas também se erguem, de forma que uma
elevacdo compensa a outra. Assim, nas regides da costa, essas elevacoes das aguas
correspondem as marés altas.

Enquanto o nivel das aguas sobe em dois lados opostos na Terra, em outras duas regies do
globo (também diametralmente opostas) ele desce: é a maré baixa.

A diferenca entre a maré baixa e a maré alta € denominada amplitude das marés, medida
por meio de uma régua graduada ou marégrafo. Como o movimento das marés é periédico,
as funcoes trigonométricas sao amplamente utilizadas para se fazer uma modelagem
matematica desse fendmeno.

Dam d'Souza/Arquivo da editora
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Grafico de funcoes trigonomeétricas no computador

Agora, vamos aprender, ou relembrar, como construir graficos de fungdes quadraticas usando o
software livre Geogebra.

Trata-se de um software matematico, criado por Markus Hohenwarter, que reune Algebra e Geo-
metria. Ele pode ser utilizado em todos os niveis de ensino e ja recebeu diversos prémios na Europa e
nos Estados Unidos.

Ainstalacao desse software é simples:

e Acesse o site cwww.geogebra.org/cms/pt_BR> e clique em “Download”;
» Clique em “Webstart”, faca o download e siga os passos automaticos de instalacdo do programa.

Depois disso, vocé ja pode usa-lo.

Ao abrir o programa, voceé vera a seguinte tela:

| s
VLA PN 1 DB R »

5
s
g
8
iy s B
. g
H
barra de ferramentas 4 H
. ]
<
3
8
5
&
g
8
.
- & 3 1] 0 i [3 L) - 1] - T 1 . E] [ [9 -
zona algébrica ; zona grafica
.
.
.
.
s <——entrada de comando @

Depois de ter o programa instalado, faca os exercicios a seguir.

1. Construa o grafico das fungdes f(x) = sen x e g(x) = cos x, como a seguir. Para isso siga os passos:

1° passo: No campo “Entrada” (situa-
do na parte inferior da tela) insira a
funcao:

f(x) = sin x e tecle “Enter”. Em se-
guida, no mesmo campo digite
g(x) = cos x e tecle “Enter”. Obser- .
ve que f(x) = sin x é o mesmo que ) RN

flx) = sen x.

22 passo: Para melhorar a visuali-
zacado, clique com o botao direito
do mouse sobre o grafico da fun-
cao seno e abrira uma aba com a
opcao “Propriedades..”; clique so- . W
bre ela. Assim, abrira uma janela

com varias opcoes; clique na aba “Cor” e escolha uma nova cor para o seu grafico. Em seguida,
clique na aba “Estilo” e coloque a espessura da linha igual a 5. Feche a janela e observe que o

Kgréﬁco ficou destacado. Faca o mesmo com a funcao cosseno.

Unidade 1 ¢« Trigonometria



32passo: Na barra de ferramentas (parte superior da tela) clique na aba “Exibir” e depois em “Malha”.
Para colocar o eixo x na escala de wradianos, clique na aba “Opgoes” e em seguida em “Configuragoes”.
Abra a aba “Janela de visualizacdo”. Clique sobre “Eixo X” e selecione em “Unidade” a opcao mr.
A opcao “Distancia” nao deve estar selecionada.

Fique atento!

Vocé pode mover, ampliar ou reduzir sua imagem utilizando || #* | da barra de tarefas. Outra opcio para aumentar ou

diminuir o zoom é utilizar o scroll do mouse (aquela “bolinha” que fica na parte superior da maioria dos mouses).
Salve sua construcao.

Agora, de acordo com a construcao, responda as questoes:
a) Qual a imagem das funcoes fe g?
b) Qual o periodo das funcdes fe g?

c) Quantos pontos de interseccio existem entre as funcoes f e g no intervalo [0, 2w]?

2. Abra um novo documento e siga 0s passos a seguir:
1° passo: Na barra de ferramentas clique com o botao esquerdo do mouse, inicialmente na opcao “con-

trole deslizante” 1222} e, em seguida, clique em qualquer ponto da janela de visualizacio (Zona grafica)

« ” . ~ .. . a=1
e tecle “Enter”. Nesse momento aparecera o parametro a (com valor inicial igual a 1) ° .

Repita a operacdo e insira novos parametros (b, c e d).
2° passo: No campo “Entrada”
(situado na parte inferior da te- R P 013 A e e
la) insira a funcao: i
flx) = a + b'sin(c*x + d) e tecle
“Enter”. Observe que “*” significa
a operacao de multiplicacao.

Dessa forma vocé tera o grafico [\ /\ [\ [\ /\ /\ [

dafunciof(x) = a + bsen(cx + d). :
Siga 0 2° passo do exercicio ante-
rior e troque a cor e a espessura 4

da curva.

3¢ passo: Agora, vocé podera ob-
servar significados importantes
para os coeficientes a, b, ¢, e d.
Paraisso clique na bolinha do controle deslizante de a e altere o seu valor (basta arrastar a bolinha
para um dos lados). Observe o que acontece com o grafico da senoide. Repita a operacdo para os con-
troles deslizantes de b, c e d (utilize um controle deslizante por vez).

Bl
B

Fotos: Reprodugao/<www.geogebra.org>

a) Qual o efeito do parametro a no grafico da funcao?
b) Qual o efeito do pardmetro b no grafico da funcao?
c) Qual o efeito do parametro ¢ no grafico da funcdo?
d) Qual o efeito do parametro d no grafico da funcio?

e) Utilizando o controle deslizante e fazendoa = 0,b =1,c =1ed = 1,6, vocé tera aproximadamen-
te o grafico da funcao f(x) = sen(x+%). Essa ultima funcdo é equivalente a uma funcédo conhe-

cida. Qual é essa funcao?

Capitulo 3 ¢ Funcgdes trigonométricas



Exercicios

18. Considere as funcdes f e g definidas por:
* f(x) = sen 4x * g(x) =1— cos x

Determine:

a) f(%) d) D(g)

b) g(m) e) Im(g)

9 f(%) f) x € [0, 2n] tal que fix) =

. Construa o grafico (um periodo completo) e dé o domi-
nio, a imagem e o periodo de cada funcao. (Sugestao:
para construi-lo, reveja os graficos de seno e cosseno.)

a) ftal que f(x) = cos 3x
b) g tal que g(x) =
) ftal que f(x) = 2 sen x

20.Determine o periodo das seguintes funcdes:
a) f(x) = sen 7x
B
4

b) f(x) = sen (Zx -
) f(x) =2-cos (Zx + %)

d)f(x)=1+4-tan(wx - %)

e) f(x) =1+ sen (mx — 3)

[sen x|

21. (UFRGS-RS) Se f(x) = a + b - sen x tem como grafico:

Entao

a)a=—2eb= da=1e —2.
b)a=-1eb=2. e)a=2eb=-1
a=1leb= -1

22. (UEL-PR) Uma bomba de 4gua aspira e expira agua a
cada trés segundos. O volume de agua da bomba varia
entre um minimo de 2 litros e um maximo de 4 litros.
Dentre as alternativas a seguir, assinale a expressao
algébrica para o volume (y) de agua na bomba, em

funcdo do tempo (t).
a)y=2+25en[(%)-t] d)y:3+sen[( ) ]

b) y=2+25en[(27w)-t} e) y=—3+25en[(1) t]

3
o) y=3+sen[(%)-t]
_

~

23. (Vunesp-SP) Uma maquina produz diariamente x de-
zenas de certo tipo de pecas. Sabendo-se que o cus-
to de producao C(x) e o valor de venda V(x) sdo dados,

C(x)=27cos(x6) Vix)= SJ—sen( 2)O<x<6

O lucro, em reais, obtido na producao de 3 dezenas de

pecas é:

a) 500. c) 1000. e) 3000.
b) 750. d) 2000.

ATIVIDADE

24. | Emeouipe  Fisica
O grafico representa, em um dado instante, a veloci-
dade transversal dos pontos de uma corda na qual se

propaga uma onda senoidal na direcao do eixo x.

v(m/s)
+2
+1 X (m)
?f B c\yf
=2
012 3 456 738

Por esse instante, determinem uma senoide que
relaciona a velocidade v com a posicao x dos pontos
da corda.

ATIVIDADE
EmEQuIPE Fisica

Utilizando um pequeno
bastdo e uma tigela com
agua, uma pessoa produz
na superficie da agua on-
das circulares, como mos-
tra a figura ao lado.

Sabendo que a distancia entre duas cristas consecutivas
das ondas produzidas é de 2 cm, e a amplitude das on-
das é de 0,3 cm, obtenham uma funcao relacionando a
altitude h da superficie da d4gua (em relacdo ao nivel da
agua em repouso) para o momento em queem x = 0
temos h = 0 e a funcao seja crescente em x = 0.

25.

26. (UFG-GO) Fisica
O grafico a seguir mostra a posicao em funcao do tem-
po de uma particula em movimento harmonico simples
(MHS) no intervalo de tempo entre O e 4s. A equacao
da posicao em funcao do tempo para este movimento
harménico é dada por x = A - cos (ot + &). A partir do
grafico, encontre as constantes A, w e .

x (m)

P
/\ t(s)

m Unidade 1 ¢« Trigonometria

Dam d'Souza/

Arquivo da editora



CAPITULO

Relacdes
trigonometricas

O exercicio do encadeamento légico € a caracteristica fundamental
da Matematica.

Embora os varios campos da Matematica tenham surgido da ne-
cessidade do ser humano de resolver questoes praticas, eles se desen-
volveram naturalmente e a mente humana encontrou ambiente para
generalizacoes.

As relacoes trigonométricas, por exemplo, sao generalizacdes que
derivam umas das outras por raciocinio dedutivo.

O termoidentidade refere-se a uma relacao de igualdade verdadei-
ra, independentemente de qualquer contexto e dos valores assumidos
por suas variaveis. Representa um caso geral e pode resultar em uma
propriedade ou principio.

A principal identidade da Trigonometria (sen’ a + cos? @ = 1)
deriva do teorema de Pitagoras, cujo enunciado é:

“Em todo triangulo retangulo, a area
do quadrado construido sobre a hipotenu-
sa éigual a soma das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos”.

Wikimedia Commons/Arquivo da editora

As identidades acrescentam ao estudo
da Trigonometria um repertoério de relacoes
que sao aplicadas em seguida nas equacoes
trigonométricas. E isso o que faremos neste
capitulo.

R

W/f

22

Selo editado na Grécia, em 1955,
simbolizando o célebre teorema
de Pitagoras.




&} Relacdes fundamentais

Além de seno, cosseno e tangente, ha outras trés funcoes trigonométricas, importantes mais pelo
seu valor histérico do que por qualquer outro motivo. Sdo elas: secante (sec), cossecante (csc) e cotan-
gente (cot).

As relacoes entre os valores das funcdes trigonométricas de um mesmo arco sao denominadas relacoes
trigonométricas. Ja conhecemos duas delas, consideradas fundamentais:

sen’x + cos’x =1 ,paratodox €R

sen x s
tan x = ,paratodox- — +kmw
Cos X 2
Existem outras relacoes fundamentais:
1 cos X
cotx = = , paratodox - ki .
tan x sen x Fique atento!

Para simplificar as expressoes,
consideramos o fator k € Z, sempre
T que nao especificado.
, paratodo x # — + km

SeCX = 2
COS X

CsCxX =

,paratodox - kmw
sen x

.~ Agora, vocé vai descobrir algumas relacoes trigonométricas que podem ser obtidas a partir das relacoes
dadas. Retina-se com um colega e facam o que se pede.

a) A partir de sen® x + cos? x = 1, dividam tudo por sen® x. Que relacdo vocés encontraram?

b) Agora, dividam sen’x + cos’x = 1 por cos? x e escrevam a nova relacao encontrada.
Comparem os resultados obtidos com as demais duplas da classe.

Exercicio resolvido ~N

1 31 .
1. Sendosenx = = com w<x<7, determine tan x e sec x.

Resolucao:

5
4

2
sen2x+coszx=1:>(—%) +cos’x =1= cos’x = %: cos x ==+

Como x é do 3% quadrante, cos x = —@. Entao

1
s V15
tanx="X__ hx=—4 Stanx="2
cos X _E 15
4
1 1 415
secx = = seCX=—— > SeCX=——
oS X _E 15
N ! J
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£3 |dentidades trigonométricas

Toda igualdade que envolve funcoes trigonométricas verificada para todos os valores do dominio
dessas funcoes € uma identidade trigonométrica.

Por exemplo, considerando o dominio das funcoes, a igualdade .
’ Fique atento!

sen x - sec x = tan x € uma identidade trigonométrica, pois, indepen- As relacdes fundamentais sio

. ay identidades trigonomeétricas.
dentemente do valor de x, ela se verifica. Para x - > + kmr, temos: &

senx-secx=senx- ——=——— =tanx
COS X  COS X

Jaaigualdade sen x + cos x =1, para x € IR, nao € uma identidade, pois

ela ndo é verdadeira para todo x € R. Dizemos que sen x + cosx = 1éuma | 272 refletir
- R . Verifique o que acontece com

equacao trigonométrica. sen x + cos x = 1, para

Para demonstrar que uma igualdade € uma identidade, ha varios x="Teparax="""

) . . . . 2 4
caminhos. Vejamos isso nos exercicios resolvidos, em que apresentamos
trés maneiras diferentes.

Exercicios resolvidos N

2. Demonstre que (1 — cos® x)(cot> x + 1) =1, para x - km, é uma identidade.

Resolucao:

Consideramos que o primeiro membro da igualdade é f(x) e o segundo membro é g(x) e procuramos sim-
plificar o primeiro membro, expressando-o em funcao de sen x e de cos x:

sen’ x 2 RN 3 .
—_— sen” x SER—XT Partindo de

| | flx) = (1 — cos®)(cot? + 1),
f | chegamosag(x) = 1.

Logo, f(x) = g(x).

2 cos’ x _ cos’ x + sen’ x 1T _ i |
(1— cos® x) 1] = (1-cos? x) = sertx- =1 | Fique atento!

tan x sen x
3. =

Demonstre que — = € uma identidade para x # Tt k.
1+tan® x  secx 2

Resolucao:

Vamos simplificar isoladamente cada membro:

S CIIPX Fique atento!
Fix) tan x Cos X Cos X sen x cos”x = sen x - oS x Partindo separadamente de
L] = = = = . = .
T+tan’ x  sec’ x 1 joeted fx)= X o
2 1+ tan’x
Cos™ X
= Senx, chegamos ao
sen x sen x sec
o glx)=——= — sen x * cos X mesmo valor. Logo, f(x) = g(x).
sec x
COoS X

4. Demonstre a identidade sec’x — sen’x = tan’x + cos’x.

Resolucao:

Considerando sec’x — sen’x com f(x) e tan’x + cos*x como g(x), podemos fazer:

f(x) — g(x) = sec’x — sen’x — tan’x — cos’x = (sec’x — tan’x) — (sen’x + cos’x) =1—1=0

Se f(x) — g(x), entdo f(x) = g(x) ou sec’x = tan°x + cos’x.

NS /
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£) Formulas de adicdo

Vamos comparar sen (60° + 30°) e sen 60° + sen 30°:

o 0) — 0 =
sen (60° + 30°) = sen 90° =1 Para refletir

Compare também:
sen 60° + sen 30° = ﬁ + 1o V341 a) cos (60° + 30°) e cos 60° + cos 30°
2 2 2 b) tan (60° — 30°) e tan 60° — tan 30°

Logo, sen (60° + 30°) # sen 60° + sen 30°. ) sen (90° + 07) esen 50° + sen 0°

De modo geral, podemos verificar que:

esen(a+ b)#sena +senb e cos(a+ b)#cosa+ cosh
esen(a—b)#sena—senb e cos (a — b) # cosa — cos b

Veremos agora como é possivel expressar sen (a * b) e cos (a * b) em funcdo de sen g, sen b, cosa e
cos b, sendo a e b dois nimeros reais quaisquer. Veremos também tan (a = b) em funcao de tan g e tan b.

Adicdo e subtracao de arcos

E possivel demonstrar que:

1) sen(a+ b) =sena-cosb+ senb - cosa 4) cos(a—b)=cosa-cosb+sena-senb
tan a 45 tan b (para OS arcos em
2) sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa 5 tan(@a+b)= ——————— queatangente

1—tana-tanb  fordefinida)

tana — tanb (para os arcos em
que a tangente

1+tana-tanb for definida)

Exercicios resolvidos ~

3) cos(a+ b)=cosa-cosb—sena-senb 6) tan(a—b)=

5. Aplicacdo na Geometria
Dado o triangulo retangulo abaixo, calcule tan x.
% 4
’ 3k o E
10 10
Resolucao:
Temos:
tan 3 0,3
“T 0 ’ Para refletir
344 7 Use a tabelada
tanB=——=— =07 pagina 23 e verifique
10 10 qual destes é o valor
Mas mais proximo de x:
B=a+x#*x=B—a 18°,20° ou 25°?
08O 0 0.3 0 0 0
= .7 -0, .4 4 A
tanx=tan (B — o) = g = fEm e = =27 =" -033
1+tanB-tana 1+0,7-0,3 1+0,21 121 121 /O

Unidade 1 ¢« Trigonometria
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6. Calcule cos15° e cos (m — x).

NS

Resolucao:
2 B3 V21 J6 V2 Je+\2
o c0s15° = cos (45° — 30°) = cos45° - cos 30° + sen45° - sen 30° = £ g £ + === £ + — :u
2 2 2 2 4 4 4
e cos (m—x)=cosm-cosx +senm-senx = (—1)-cosx+ 0-senx = —cos x J
- I ATENCAO!
ExerCICIOS Nao escreva no
seu livro!
1. Determine os valores das demais funcdes trigonomé- g, ATVDADE co p_ 1 N 1 N 1 N
tricas de um arco x quando: © T+sen”x  T+cos’x 1+sec’ x

13w

a) senx=—7e7<x<2~n-
=1 a

b) cosxfge0<x<2

o) scx=—JZem<x<3T

2

d) tanx=\/§e0<x<%

N

4 T
Sendo cos x = ? e <x< > calcule o valor de

sen’x — 3 - sen x.

3. Simplifique as expressoes:
_ SeC X — CsC X
Y= T ot x

b) y = (sec x — cos x)(csc x — sen x)(tan x + cot X)

4. Determine o valorde A = ——=——,
CSC X — Sec X

Cos X =

5. Embuea Demonstrem as seguintes identidades trigo-

nométricas:
a) cosx-tanx-cscx =1
b) tan’?x - csc>x =1+ tan®x
¢ (tanx +1)(1—tanx) =2 —sec’x
d) (tan x — sen x)? + (1 — cos x)> = (sec x — 1)?
e) csc?x - tan x = cot x - sec’ x
f) sec?x - csc? x = sec® x + csc® x
Fique atento!

As demonstracoes das identidades podem ser vistas
como um exercicio de quebra-cabeca trigonométrico.

+ tan x
6. ATIVIDADE — S€n X T+ 1an x
empupLa S€ f(x) cot x + csc x

g(x) = sen x - tan x, provem que f(x) = g(x).

7. emoupa Se A = (cos a + cos b)(cos a — cos b) +

+ (sen a + sen b)(sen a — sen b), provem que A = 0.

1
———,demonstrem que P = 2.
1+ csc” x

9. Embura Usando as férmulas de adicdo, determinem:

a) tan15° d) tan 75°
b) sen 15° e) sen 105°
) cos 75° f) cos 195°
10. Sabe-se quesena = %esenb=%,com0<a<%
e0<b <= Determine, entdo, sen (a + b),

2
cos (@ — b) etan (a + b).

1. Dado o tridngulo retangulo abaixo, calcule tan x.

12. (Fuvest-SP) Nos triangulos retangulos da figura,
AC =1cm, BC =7cm, AD = BD. Sabendo que
sen (@ — b) =sena-cosb — cosa-senb,ovalorde
sen x é:

D
C
A B
a) L2 d) 4.
b) —L— o) —
J50 V50
Q) %

Capitulo 4 - Relacdes trigonométricas



E, Formulas do arco duplo e do arco metade

Veremos agora as expressoes das funcoes trigonomeétricas dos arcos duplos, ou seja, dos arcos de me-
dida 2a. Trata-se de um caso particular das férmulas de adicao, sendo suficiente fazer b = a.

Retomando e desenvolvendo as férmulas da adicao, temos:

esen2a=sen(a+a)=sena-cosa+sena-cosa=2-sena-cosa

Assim:
sen2a=2-sena-cosa

e cos2a=cos(a+a)=cosa-cosa—send-send=cos’a —sen’a

Assim:
cos 2a = cos’a — sen’a

Além dessa formula, para cos 2a podemos obter mais duas férmulas alternativas apenas combinando a
relacao fundamental com ela:

sen’a + cos’a =1=sen’a =1—cos’a (1)
ou
cos’a=1-sen’a ()
Substituindo (1) em cos 2a = cos? a — sen? a, temos:
cos 2a = cos’a — (1 — cos’a)= Cos2a=2-cos’a—1
Substituindo (I) em cos 2a = cos? a — sen? g, temos:
cos2a=(1—sen’a) —sena= cos2a=1—2-sen’a
Assim, podemos escrever:
cos 2a = cos’a — sen’a
cos2a=2-cos’a—1

cos2a=1—2-sen’*a

tana + tana 2-tana
1—tana-tana 1 — tan’ g

etan2a=tan(a+a)= , valida para quando existirem as tangentes envolvidas.

Portanto:

_ 2-tana
tan 2a = m
Observacao: Para se obter o arco metade de senos e cossenos nao é necessario memorizar novas féormu-
las. Basta usar adequadamente as formulas alternativas de cos 2a, apenas lembrando que, se 2a é o arco
duplo de g, entao a € o arco metade de 2a. O arco metade de tangentes é obtido a partir da prépria for-
mula da tangente.

Fique atento!
Numericamente é simples verificar, por exemplo, que dado arco de 30° os valores
de seno, cosseno e tangente de 60° ndo é o dobro dos valores do arco de 30°.

@ Unidade 1 ¢« Trigonometria



passo a passo: exercicio 8

Exercicios resolvidos

3 ™ .

7. Dado sen x = 7 com0 < x < ; determine
sen 2x, cos 2x e tan 2x usando as formulas do
arco duplo.

Resolucao:

Vamos calcular cos x (0 <x< ;)

3 ™
Sendo 0 < x < Eesenx=£, temos x = —.
2 2 3
Dai, cos x = cos T - l.
3 2
Vamos calcular tan x:

Como x = % entdo tan x =tan ; =.3.

Determinamos, agora, sen 2x, cos 2x e tan 2x:

esen2x=2-senx-Ccosx = ﬁl:ﬁ
2z 2 2
2 2
e COS 2X = COS° X — sen’x = (%) _(?] =

e tan 2x = = =
T—tan’x  1—(\B)
23 _ 23
-3 7 v

Fique atento!

Como x = %, podemos também determinar sen 2x,

cos 2x e tan 2x calculando sen ZTF‘T, cos ZTF‘T, etan ZTF‘T

por meio da circunferéncia trigonométrica.

Resolvido passo a passo

8. (UFTM-MG) A figura ilustra recomendacoes dos
especialistas em visao para o posicionamento cor-
reto de um individuo diante da tela do computador:

Dam d’Souza/Arquivo da editora

60 < d < 65 (em cm)
10° < a<20°

. Lendo e compreendendo

. Planejando a solucao

. Executando o que foi planejado

~

Seguindo-se tais recomendacoes e admitindo-se
cos 10° = k, todos os comprimentos possiveis da
linha de visada (v), em cm, estao no intervalo:

60 65
a) —svs_—0:u.
2k =1

a) O que é dado no problema?

Sao dados os limites de variacio dede a e
um esquema mostrando o correto posicio-
namento de uma pessoa em relacao ao mo-
nitor do computador (relacionando v, d e o).
Também é dado que cos 10° = k.

b) O que se pede?
Pede-se o intervalo de variacao da linha de
visada v, entre o olho do usuario e a tela do

computador, de acordo com os limites da-
dos no enunciado.

Precisamos de duas estratégias, uma para cada
parte da resolucao. Primeiro, devemos conseguir
estabelecer limites maximos e minimos para o
valor v da linha de visada. Depois, usaremos os
conhecimentos trigonométricos para colocar a
resposta em funcao de k.

O esquema mostrando o correto posicionamento
de uma pessoa em relacao ao monitor do com-
putador € um triangulo retangulo, e portanto
podemos usar trigonometria basica (cosseno)
para relacionar v, d e a. Depois, usando os limites
dados para d e a, vamos determinar o intervalo
de variacao de v.

Para colocar os valores em funcao de k, preci-
samos usar uma das formulas de arco duplo
paratransformar o cosseno de 20° em cosseno
de 10° [cos (2a) = 2 cos? a—1].

Do esquema dado, temos que

d
cos

cosa= —=>V=
v

/

Capitulo 4 + Relagdes trigonométricas m

[>)



N

Para estabelecer os limites maximo e minimo de v,
precisamos obter o maior e o menor resultado pos-

sivel para a razao .
cos a

acontecera com o maior d

* A maior razao
oS «

€ 0 menor cos a.

* A menor razao acontecera com o menor

0S a
d e 0 maior cos a.

Para estabelecer qual é o maior cosseno, basta per-
ceber que no 1°quadrante o cosseno é decrescente,
ou seja, quanto maior o angulo, menor o cosseno
(lembre-se de que cos 0° = 1e cos 90° = 0). Logo,
como 20° > 10° cos 20° < cos 10°.

Assim, a maior razao ocorrerd comd = 65cm

Cos «
e cos 20°, e a menor razao ocorrera comd = 60 cm

e cos 10°.
65

Vs ———.
cos 20°

Portanto, ——=
cos 10°

Perceba que isso ainda nao é suficiente para esco-

Ilhermos a resposta correta na questao.

Agora, precisamos escrever cos 20° em funcao de
cos 10°. Para isso, devemos perceber que 20° é o
arco duplo de 10°, e portanto podemos usar a for-
mula cos (2a) = 2 cos’> @ — 1, com «a = 10°.

cos (20°) = cos (2-10°) = 2 - cos?*10° — 1=

=05 20° = 2k* — 1

65 .
= = - equivale a
0s 10 cos 20

60 65

—<vys<

k 2k =1

60
Assim, sv
@

4. Emitindo a resposta
Aresposta é a alternativa a.

5. Ampliando o problema

a) Refacaoexemploacimaparal0’<a<20°e
60 < v <70 (em cm), obtendo os limites para
o valor d. Considere novamente cos 10° = k.

b) Discussdo em equipe
AErgonomia visa a qualidade da adaptacao de
um dispositivo a seu operador e a tarefa que
ele realiza. Assim, € a ciéncia que se preocupa,
entre muitas outras coisas, em promover a
melhor interacao homem-computador, de
modo a otimizar o bem-estar humano e o de-
sempenho geral do processo como um todo.

Converse com seus colegas e discutam se faz
alguma diferenca, na qualidade do trabalho
do ser humano na frente de um computador,
o respeito a alguns requisitos como: distan-
cia correta entre a pessoa e a tela do com-
putador, altura dos olhos em relacao ao
monitor, altura, tipo e posicionamento da
cadeira, existéncia de descanso para o pulso,
e uma série de outras preocupacoes.

Exercicios

13. Se sen x = m e cos x = n, determine sen 2x, cos 2x e

tan 2xem funcaode me n.

1
14. Setanx = 7 calcule o valor de tan 2x.

15. Dado sena = 2, com0<a <

16. Simplifique a expressao A =

17.

18.

N

a

3 > determine sen 2aq,

cos 2a etan 2a.

sen 2x _ Cos 2x
sen x cos x -

empuea  (FEI-SP) Calculem sen 2x, sendo dado

tan x + cot x = 3.

EMbusA  Demonstrem que:

a) sen 3a = 3 - sen g — 4 - sen’ a. (Sugestdo: Faca

3a=2a+a)

b) cos3a=4"-cos’>a — 3 - cosa.

ATIVIDADE

empupta  Mostrem que, se sen x + cos x = m, entao

sen2x =m? —1.

ATIVIDADE

empupLa  Determinem BS = x sabendo queﬁé bisse-

trizdo angulo A no triangulo retangulo ABC.

B
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5 Equacdes trigonométricas

No capitulo 3 ja aprendemos a resolver equacoes trigonométricas simples, da forma sen x = a, cos x = a ou
tan x = a. Agora vamos aprender alguns artificios que nos permitem resolver outras equacoes trigonométricas.

Equacdes resolvidas com alguns artificios

Quando nao for explicitado o conjunto universo, devemos considerar U = R.

Exercicio resolvido

9. Resolva as equacoes:

a) sen 2x =1 ) cos’x =

N | —

Resolucao:
a) sen2x =1

S
V

K
Como sen 3 =1, temos:

-
N

T
o — + 2kw .

2x = — +2km= x=-2 =—+k
2 2 4

S={XEIR|X=%+k1T}

b) cos(X—g)Zg

ar;
O™~

AN

6

Jk
3k

. 3

igual a -5 temos:

X — T k= x=2+Z 4 2k >
3 6 3

6
= X=g+2k’n

\_

b) COS(X—§)=? d) 2-sen’x+3-senx—2=0

o o.om M,
Como na 12 determinacao e e ra tém cosseno

N N

I [
——=—+2kn > x=—+—+2kn>
oUx— 3 g AT 6 3 "

owros (i3]
ﬁcongruoag Tte

B—Tr 2/(’1T=E+2k’n
6 6

_l’_

=%

S={XE\R|X=%+2/<1TOU x=%+2k¢r}

1 _\F 1
= 0SX= %, /|- = +—= =
2 2 2

= cosx=t, |- =

) cos’x =

COSX=£=>X=E+2quOUX=7—qT+2kTr
2 4 4
=<{ou

2 31 Sar )
OSX=——=x="—+2kmoux ="—+2km
2 4 4

5={XE|R|X= IJrk-ﬂ}
4 2
d)2-sen’x+3-senx—2=0
Fazendo sen x = t, ficamos com 2t* + 3t — 2 = 0:
A =25

t’=let"=—2( =lout=—2)
2 2

Entao:

senx=l=>x:1+2kwou5—ﬂ+2k~n
2 6 6
ou

senx=—-2=7AxER

Sz{xE!R|xz%+2kwou5—ﬂ+2kﬂ}

Capitulo 4 + Relagdes trigonométricas m
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Resolucdao de uma equacao em intervalo dado

Para resolver uma equacao trigonométrica em um determinado

intervalo, fazemos o seguinte:

19

2°) Determinamos os valores da solucao geral que pertencem ao inter-
valo dado. Esses valores vao constituir o conjunto solucao da equacao.

Exercicios resolvidos

N

Resolvemos normalmente a equacao.

Conjunto solucdo: conjunto cujos elementos
sao as solucoes de uma equacao. Esse
conjunto pode ser vazio, se o problema ndo
tiver solucao; finito, se houver um nimero
finito de solucoes; unitdrio, se houver apenas
uma solucao para o problema; ou infinito, se
o numero de solucoes for infinito.

passo a passo: exercicio 10

3 Resolvido passo a passo
10. (Vunesp-SP/modificado) Fisica

A figura abaixo mostra a orbita eliptica de um sa-
telite Sem torno do planeta Terra. Na elipse estao
assinalados dois pontos: o ponto A (apogeu), que
€ o ponto da orbita mais afastado do centro da
Terra, e o ponto P (perigeu), que é o ponto da or-
bita mais proximo do centro da Terra. O ponto O
indica o centro da Terra e o angulo POS tem me-
dida a, com 0° < o < 360°. A altura H,em km, do
satélite a superficie da Terra, dependendo do an-
gulo a, € dada aproximadamente pela funcao:

7980 ,
H:(_&H 1oo+5cos,a)' '
(satélite) S

(apogeu) A P (perigeu)

Dam d'Souza/Arquivo da editora

(Figura fora de escala.)

Determine os valores de a quando a altura H do
satélite é de 1580 km.

1. Lendo e compreendendo

a) O que é dado no problema?
Sao dados uma funcado que relaciona a altura H
do satélite (em km) com o angulo a e o intervalo
de variacao de «, 0° < o < 360°.

b) O que se pede?
Pede-se ao aluno que determine os valores do
angulo a no momento em que o satélite esta a
1580 km de altura.

2. Planejando a solucao
Para obter o valor de a, vamos usar a funcao
dada, substituindo o valor de 1580 km em H,
e depois resolver a equacao trigonométrica
resultante dessa substituicao.

3. Executando o que foi planejado
Do enunciado sabemos que

7980

— — — . 2
Hf( 64+'|00+5COS(1) e~

~

Para H = 1580 km:

7980

— — —_— . 2
15807( 64+100+5cosa)

Dividindo ambos os membros por 10 (ou seja, 100),
temos:

15,80 = —64 + __7980

100 +5 cos a
Vamos agora isolar cos «:

_ 7980 _ 7980

P80+ 4= 15 5cosa = 0 T00F s cos
=79,80 - (100 + 5 cos a) = 7980 =

_ 7980
=100 +5cosa= 79,80 =

=100 +5cos a =100 =
=5c0sa=0=cosa=0

Com o cossenoisolado, podemos avaliar que valores
de asao solucao da equacao cos o = 0. Consideran-
do-se ointervalo dado no enunciado, 0° < o < 360°,
esses valores sao a = 90° ou a = 270°.

4. Emitindo a resposta

Quando o satélite esta a 1580 km de altura os va-
lores de @ sao: a = 90° ou a = 270°.

5. Ampliando o problema

a) Usando uma tabela trigonométrica ou uma
calculadora cientifica, estime os valores do
angulo « para quando a altura do satélite for
de 1500 km.

b) Discussdo em equipe
Os satélites artificiais sdo empregados em um
grande numero de atividades atualmente.
Converse com seus colegas e tentem indicar
o maior numero possivel de utilidades dos sa-
télites artificiais.

) Pesquisa
Quial foi o primeiro satélite artificial do mundo a
ser lancado no espaco, quem o lancou e quando
isso ocorreu?
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1. Resolva a equacao cos x - tan x — cos x = 0 no
intervalo [0, 2m].
Resolucao:
cosx-tanx —cosx=0=
=cosx:(tanx—1)=0=
=cosx=0outanx=1

N

T T
. cosx=0=>x:3oux=7

Mas como a tan x nao € definida para

T 3T -
= 3 ex= 7, esses valores nao servem.

™ S1r .
ctanx=1=x= Zoux=?, pois x € [0, 2]

J

Exercicios

21. Determine o valor de x:
2
a) cosx = —
2

b) tanx = —/3

c) 2-senx=—1,para0<x<2m
d)T+cosx=0,para—m<x<m
e) senx = 2

f) secx = 2

22.Resolva as equacoes trigonométricas:
a) sen3x =1

b) cos ( 1) =1

6

¢) tan5x = 0,sendo 0 < x < 2w
N2

d) sen ( 4)— 5

e) cos2x =0

f) 3-tan2x — v3=0,com 0 < x < 3w

g) sec2x = 2, com 2 <x<2mw

1
h) csc(x+ 3)—§

23. Empoea Resolva as equacdes para 0 < x < 2m:

a) 2-senx-cosx —cosx=0
b) sen’x —senx =0

c) tan’x =3
d)2-sen’x+senx—1=0
e) 2+ cos’x — /3 cosx =0
f) 4-cosx+3-secx=38

24. Gapoea Resolva as equacdes:
) V2 -senx+1=0 Q) secx=—2
b) senx + cosx =0 d) cotx =3

25. tpoea Resolva a equacdo sen x =1+ sen? x.

28. Demonstre a identidade

~

26.Determine o dominio da funcao

Fi)= zcos(zX+§),1 ,

DESAFIO

. empurta Resolvam ainequacao trigonométrica

2 .
|sen x| > % nointervalo 0 < x < 2.

sen x
csc x — cot x
paratodo x em que as funcdes envolvidas estao definidas.

=14 cos x,valida

DESAFIO
empupLa  Fisica

Um dos principais movimentos periédicos oscilatorios
é o movimento harménico simples (MHS). Um objeto
se move sobre uma reta de modo que a intensidade
da forca exercida sobre ele aumenta e diminui de for-
ma periodica. Esse tipo de movimento esta presente
em diversas ocasioes na natureza.

Dam d'Souza/Arquivo da editora

O objeto acima se desloca de tal modo que sua posicao
x (em centimetros) em funcao do tempo t (em segundos),

comt < m é dada pela funcdo x(t) = 4 + 3 cos (Zt + %)

A soma dos valores de t quando x(t) = Tcm e x(t) = 7cm
€ numericamente igual a:

a) % d) 2.
b) . e) 57“
Q 37“'

Capitulo 4 - Relacdes trigonométricas m



Pensando

NOENEM

1. Oarquiteto brasileiro Oscar Niemeyer (1907-2012)
€ considerado um dos maiores génios da arqui-
tetura moderna. Suas obras estao espalhadas por
diversas cidades do Brasil e do mundo, e uma das
caracteristicas dessas obras € a grande quantida-
de de linhas curvas. Ele justificou o uso dessas
linhas dizendo:

Ndo é o dngulo reto que me atrai, nem a linha reta,
dura, inflexivel, criada pelo homem. O que me atrai
é a curva livre e sensual, a curva que encontro nas
montanhas do meu pais, no curso sinuoso dos seus
rios, nas ondas do mar, no corpo da mulher preferida.
De curvas é feito todo o Universo, o Universo curvo
de Einstein.

Uma das homenagens a Niemeyer € o centro cul-
tural que leva seu nome, localizado em Goiania,
GO, inaugurado em 30 de marco de 2006. O con-
junto de prédios da obra compreende teatro,
museu, biblioteca, palacio de musica e um mo-
numento aos direitos humanos, e ocupa 17 mil
metros quadrados.

Jacek/kino.com.br

R T e e e T e i

Centro Cultural Oscar Niemeyer, em Goiania, GO.
O projeto arquitetdnico é do préprio Niemeyer.

Observe na fotografia como as formas dos prédios
sao variadas. O prédio pintado em vermelho é o
Monumento aos Direitos Humanos e tem a forma
de uma piramide de 75 m de altura, oca por dentro.
A fachada é formada por um triangulo, em que
dois dos lados desse triangulo medem 50 m e
100 m, e 0 angulo entre eles é de 60°. O perimetro
do tridngulo, em metros, € um nimero compreen-

dido entre:
a) 200 e 220. d) 260 e 280.
b) 220 e 240. e) 280 e 300.

\ ) 240 e 260.

2. (Enem) Considere um ponto P em uma circunfe-
réncia de raio r no plano cartesiano. Seja Q a pro-
jecao ortogonal de P sobre o eixo x, como mostra
a figura, e suponha que o ponto P percorra, no
sentido anti-horario, uma distancia d < r sobre a
circunferéncia.

Y

Q

Entao, o ponto Q percorrera, no eixo x, uma dis-
tancia dada por:
a) r(1—senl) o) r(1 —tgi) e) rcos (L)
r r d
o d r
b) r(1 cosr) d) rsen(d)

3. Fisica
(Enem) Um satélite de telecomunicacdes, t minu-
tos apos ter atingido sua orbita, esta a r quilome-
tros de distancia do centro da Terra. Quando r as-
sume seus valores maximo e minimo, diz-se que
o satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respecti-
vamente. Suponha que, para esse satélite, o valor
de rem funcdo de t seja dado por:

5865

1+ 015 X cos(0,06t)

Um cientista monitora o movimento desse satéli-

te para controlar o seu afastamento do centro da

Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos

valores de r no apogeu e no perigeu, representada

por S. O cientista deveria concluir que, periodica-
mente, S atinge o valor de:

a) 12765 km. c) 11730 km.

b) 12000 km.  d) 10 965 km.

r(t) =

e) 5865 km.

Utilize o texto abaixo como base para responder
as questoes 4 e 5.

O mapa-mundi, também conhecido como planis-
fério, ¢ um mapa que representa o globo terrestre
planificado. A linha equatorial divide o mapa-mun-
di em dois hemisférios (norte e sul), e o meridiano
de Greenwich divide o mapa-mundi em outros dois
hemisférios (oriental e ocidental). Juntos, a linha
equatorial e o meridiano de Greenwich dividem o
mapa-mundi em 4 quadrantes, como mostra a fi-
gura da pagina seguinte.

m Unidade 1 « Trigonometria



Allmaps/Arquivo da editora

'ESCALA

71030 2060 km =
||
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Fonte: Adaptado de Atlas geogrdfico escolar. Rio de Janeiro: IBGE, 2012.
Disponivel em: <http://atlasescolar.ibge.gov.br/images/atlas/mapas_
mundo/mundo_planisferio_politico_a3.pdf>.

Acesso em: 17 dez. 2012.

Se fizermos uma analogia entre o mapa-mundi e
a circunferéncia trigonométrica, poderemos dizer
que a Asia situa-se no 1° quadrante e a cidade de

Moscou é um ponto do 1° quadrante, de modo que
o0 “seno de Moscou” é um nimero positivo.

4. Ascidades de Brasilia, Nova York, Sydney e Toquio

estao respectivamente nos:
a) 19,29, 3%e 42 quadrantes.
b) 29,14 4%e 32 quadrantes.
) 3% 2%1%e 4% quadrantes.
d) 39 22 42 e 12 quadrantes.
e) 3242 1%e 22 quadrantes.

5. Deacordo com a analogia proposta no texto, seria
correto dizer que:
a) “seno de Brasilia” ¢ um nimero positivo.

b) “cosseno de Brasilia” € um nimero positivo.

) “tangente de Brasilia” € um nimero positivo.
d
e

«

) “cosseno de Nova lorque” é um nimero positivo.

) “tangente de Nova lorque” é um nimero positivo.

6. Em diversas situacoes, o estudo dos fenémenos
fisicos requer a presenca de um plano inclinado,
seja para o calculo de um coeficiente de atrito, seja
por necessidades técnicas de construcao, necessi-
dades fisicas e biolégicas ou mesmo para experi-
mentos laboratoriais.
Para esse estudo pode ser adotado como referéncia
um sistema de coordenadas, sendo o mais comum
o0 sistema cartesiano, com os eixos ortogonais na
horizontal e vertical. Porém, para facilitar os calcu-
los, pode-se fazer uma rotacao desses eixos de
acordo com a inclinacao desejada. Veja ao lado a
rotacao do ponto A(x, y) para A'(x’, y’) em torno da

origem do sistema de eixos, no sentido anti-horario:

Ox e OA formam o angulo a. Sendo r = AO = OA,
temos:

X=1r"C0Sa
y=r-sena
x' =r-cos(a+ B)

y'=r-sen(a+p)

Sabendo que:
ccos{a+B)=cosa-cosB—sena-senfBe
- sen(a+ B) =sena-cos B+ sen B -cosa,
entao é correto afirmar que:

a) X' =x-cosB+y-senp

b) X' =x-cosB —y-senf

Qy =x-
d)y'=x-senB —y-cosp
e) X' =x-cosB+y-cosp

senB+y-senf

Fisica

O movimento das marés é um movimento perié-
dico motivado pelas forcas de atracao gravitacional
exercidas pelo Sol e pela Lua. Por ser um movimen-
to periddico, pode ser modelado aproximadamen-
te pelafuncaoh(t)=a + b-sen(c-t),emque h(t)
representa a altura da maré em metros no tempo
tea, becsao constantes reais positivas. Em certa
manha, um estudante olhou no jornal a tabua das
marés que apresentava as seguintes informacoes:

Horario Altura da maré
Oh 1,0m
3h 1,6m
6h 1,0m
9h 0,4m
12h 1,0m
15h 1,6 m
18h 1,0m

Sabendo que ele ira a praia pela manha apds as 9h
e que nao entra na agua se a maré estiver acima
de 0,7 m, responda: A que horas, no maximo, o
estudante pode chegar a praia de tal maneira que
ele possa entrar na agua ainda pela manha?

a) 9h30min ¢) 10h30min e) 11h30min
b) 10h d) 1h

Capitulo 4 + Relagdes trigonométricas m




1.

2.

Regiao Norte

(UFPA) Considere as seguintes informacdes:

—De dois pontos, A e B, localizados na mesma mar-
gem de um rio, avista-se um ponto C, de dificil aces-
so, localizado na margem oposta;

—Sabe-se que B esta distante 1000 metros de A;

— Com o auxilio de um teodolito (aparelho usado
para medir angulos) foram obtidas as seguintes me-
didas: BAC = 30°e ABC = 80°".

Deseja-se construir uma ponte sobre o rio, unindo o
ponto Ca um ponto D entre A e B, de modo que seu
comprimento seja minimo. Podemos afirmar que o
comprimento da ponte sera de aproximadamente:
a) 524 metros.

b) 532 metros.
c) 1048 metros.
d) 500 metros.
e) 477 metros.

Dados: sen 80° = 0,985, sen 70° = 0,940, cos 80° =
= 0,174 e cos 70° = 0,340.

(UFPA) Considere o grafico da funcao trigonométri-
ca abaixo, no qual f(w) = 5:

-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10 1

3.

)
Ke) oS X.

2 3 456 7 8 910

Interpretando o grafico, podemos concluir que f(3)

éigual a:
a) 4. ) 6. e) 8.
b) 5. d) 7.
(Ufam) Quando simplificamos a expressao
Cos X 1+ sen x
+ vamos obter:
1+senx Cos X
a) 2secx.
b) 2 cscx.
) 2sec’x.

d) 2 cos x.

Vestibulares de Norte a Su

Regidao Nordeste

4.

(UFPB) A prefeitura de certa cidade vai construir, sobre
um rio que corta essa cidade, uma ponte que deve ser
reta e ligar dois pontos, A e B, localizados nas margens
opostas do rio. Para medir a distancia entre esses pon-
tos,um topografo localizou um terceiro ponto, C, dis-
tante 200 m do ponto A e na mesma margem do rio
onde se encontra o ponto A. Usando um teodolito
(instrumento de precisao para medir &ngulos hori-
zontais e angulos verticais, muito empregado em
trabalhos topograficos), o topografo observou que os
angulos ACB e BAC mediam, respectivamente, 30° e
105°, conforme ilustrado na figura abaixo.

llustragdes: Dam d'Souza/Arquivo da editora

Com base nessas informacoes, é correto afirmar que
a distancia, em metros, do ponto A ao ponto B é de:

a) 20042 m. c) 15042 m. e) 502 m.
b) 180+/2 m. d) 1002 m.

(Unifor-CE) O dispositivo de seguranca de um cofre
tem o formato da figura abaixo, onde as 12 letras A,
B,..,Lestaoigualmente espacadas (o angulo central
entre duas letras vizinhas é o mesmo) e a posicao
inicial da seta, quando o cofre se encontra fechado,
é a indicada. Para abrir o cofre, sao necessarias trés
operacdes (o segredo), girando o disco menor (onde
a seta esta gravada), de acordo com as seguintes
instrucdes, a partir da posicao indicada:

1) ET, no sentido anti-horario;
3

2) E,n no sentido horario;
2

3) iﬂ no sentido anti-horario.
4

m Unidade 1 « Trigonometria



Pode-se, entao, afirmar corretamente que o cofre

sera aberto quando a seta estiver:

a) no ponto médio entre L e A.

b) na posicao B.

¢) na posicao K.

d) em algum ponto entre Je K.
)

€) na posicao H.

. Biologia

(UFPE) Admita que a pressao arterial P(t) de uma pes-
soa noinstante t, medido em segundos, seja dada por
P(t) = 96 + 18 cos(2mt), t = 0. Considerando esses
dados, analise a veracidade das seguintes afirmacoes.
a) Ovalor maximo da pressao arterial da pessoa é 114.

b) Ovalor minimo da pressao arterial da pessoa é 78.

¢) Apressao arterial da pessoa se repete a cada se-
gundo, ou seja, P(t + 1) = P(t), para todo t = 0.

d) Quandot = % de segundo, temos PG) = 105.

e) Ograficode P(t) para0<t=<4é

1101
1054
100+

95
90+
854
80

(UFRN) Um observador, situado no ponto P de um
prédio, vé trés pontos, O, R e S, numa mesma vertical,
em um prédio vizinho, conforme esquematizado na
figura abaixo. P e Q estdo num mesmo plano hori-
zontal, R esta 6 metros acima de Q, e S esta a 24 me-
tros acima de Q. Verifica-se que o angulo a do trian-
gulo QPR é igual ao angulo B do triangulo RPS.

Dam d’'Souza/
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O valor,em metros, que mais se aproxima da distan-
ciaentrePe Qé:

a) 8,5. o 94.
b) 88.  d) 10,2.

e) 5.

8.

10.

1.

Regiao Centro-Oeste

(UFG-GO) O mostrador do relégio de uma torre é
dividido em 12 partes iguais (horas), cada uma
das quais é subdividida em outras 5 partes iguais
(minutos). Se o ponteiro das horas (OB) mede
70 cm e o ponteiro dos minutos (OA) mede 1 m,
qual sera a distancia AB, em funcao do angulo en-
tre os ponteiros, quando o relégio marcar 1 hora e
12 minutos?

(UFGD-MS) Um dispositivo mecénico pode girar
no sentido horario e anti-horario e um contador
registra o angulo, em graus, que mede o quanto o
dispositivo girou em relacao ao ponto de partida.
Se o contador marca um angulo de 5000° negativos,
o angulo positivo correspondente é:

a) 32° d) 40°.

b) 320°. e) 328°.

Q) 13°.

(Unemat-MT) Um estudante, ao resolver uma ques-

tao de Trigonometria, chegou a seguinte expressao:

sen 150° + cos 135°
sen 210°

1) O valor da expressdo equivale a V21,

. Com base nisso, julgue os itens.

2) A expressao cos (—x) = cos x é valida para todo x
pertencente ao intervalo [0, 2].

3) Ovalor da expressdo sen y + cos x € sempre menor
ou igual a 2, independente dos valores de x e de y.

(UFG-GO) Certas combinacdes entre as funcoes e* e
e *(onde“e”é onumero de Euler,x €IR) surgem em
diversas areas,como Matematica, Engenharia e Fisica.
O seno hiperbédlico e o cosseno hiperbdlico sao defi-

nidos por senh (x) = € ~° ecosh (x) = %.
Ent3o, cosh? (x) — senh? (x) é igual a:
a) 0. d) 1.
1
b) —. -1
) 2 e)



Regido Sudeste

12.

13.

(Uerj) A extremidade A de uma planta aquatica
encontra-se 10 cm acima da superficie da agua de
um lago (fig.1).

Quando a brisa a faz balancar, essa extremidade to-
ca a superficie da agua no ponto B, situado a 1043
cm do local em que sua projecao ortogonal C, sobre
a agua,encontrava-se inicialmente (fig. 2). Considere

a, OBe BC segmentos de retas e o arco AB uma
trajetéria do movimento da planta.
10V3 cm

f————
Ae--_

Dam d'Souza/Arquivo da editora

Fig.1 Fig. 2

Determine:

a) a profundidade do lago no ponto O em que se
encontra a raiz da planta;

b) o comprimento, em cm, do arco AB.

Biologia

(Vunesp-SP) Em situacdo normal, observa-se que os
sucessivos periodos de aspiracao e expiracao de ar
dos pulmoées em um individuo s3o iguais em tempo,
bem como na quantidade de ar inalada e expelida. A
velocidade de aspiracao e expiracao de ar dos pulmoes
de um individuo esta representada pela curva do gra-
fico, considerando apenas um ciclo do processo.

V(1/s)

aspiracao expiracao
Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de re-
pouso, um ciclo de aspiracdo e expiracao completo
ocorre a cada 5 segundos e que a taxa maxima de

14.

15.

inalacao e exalacao, em modulo, é 0,6 m/s, a ex-
pressao da funcdo cujo grafico mais se aproxima
da curva representada na figura é:

a) Vit)= 2% sen Gt)

3 (2
b) V(t)= : sen (217 t).

0 V(t)=0,6cos(2?ﬂt).
27
d) v(t)=0,6 sen(Tt).

&) Vit)=—- cos(0,6t).
2T

(Vunesp-SP) Para calcular a distancia entre duas ar-
vores situadas nas margens opostas de um rio, nos
pontos A e B, um observador que se encontra junto
a A afasta-se 20 m da margem, na direcao da reta
AB, até o ponto C e depois caminha em linha reta até
o ponto D, a 40 m de C, do qual ainda pode ver as
arvores. Tendo verificado que os angulos CDB e
BDC medem, respectivamente, cerca de 15° e 120°,
que valor ele encontrou para a distancia entre as
arvores, se usou a aproximacao J6 = 2,42

(PUCC-SP) Leia o texto:

Construida a toque de caixa pelo regime militar,
Tucurui inundou uma area de 2000 km?, sem que
dela se retirasse a floresta. A decomposicao orga-
nica elevou os niveis de emissao de gases, a ponto
de fazer da represa, nos anos 1990, a maior emissora
de poluentes do Brasil. Ganhar a vida cortando arvores
submersas exige que um mergulhador desca a mais
de 20 metros, com praticamente zero de visibilidade
e baixas temperaturas. Amarrado ao tronco da arvo-
re, maneja a motosserra.

Adaptado de Veja, ano 37.n. 23. ed. 1857. Sao Paulo: Abril. p. 141.

Uma vez serrada, a arvore € puxada e amarrada a
pedacos de madeira seca.




superficie da dgua

20mf %15 m
/
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No instante em que o tronco de madeira de 20 m de
comprimento forma um angulo 6 com a vertical de
15 m, o valor de cos 26 é igual a:

3 9 1
a) E C) E e) g
9 7
b) =. d) —.
) 8 ) 16

16. (Fatec-SP) Em uma regiao plana de um parque esta-
dual, um guarda florestal trabalha no alto de uma
torre cilindrica de madeira de 10 m de altura. Em um
dado momento, o guarda, em pé no centro de seu
posto de observacao, vé um foco de incéndio proxi-
mo a torre, no plano do chao, sob um angulo de
15° em relacdo a horizontal. Se a altura do guarda é
1,70 m, a distancia do foco ao centro da base datorre,

em metros, € aproximadamente: (Use 3= 1,7.)

a3l b)33 035  d) 37 e) 39.

Regiao Sul

17. (UEM-PR) Um engenheiro precisa conhecer a medida
de cada lado de um terreno triangular cujo perimetro
€ 20 m, porém a planta do terreno foi rasgada e o
que restou foi um pedaco, como na figura a seguir.

8m

Os lados do triangulo que nao aparecem totalmente

na planta do terreno medem:

a) 3\/§me(12— 3\/§) m.

b) 5me7m.

) 45me75m.

d) 8me4m.
)

e)3me9m.

18. (UFRGS-RS) Dentre os desenhos abaixo, aquele que
representa o angulo que tem medida mais proxima
de Tradiano é:

O &
GRS
C

19. (UFPR) Suponha que o horario do pér do sol na ci-
dade de Curitiba, durante o ano de 2009, possa ser

descrito pela funcao f(t)=18,8 —13sen (%t)

sendo t o tempo dado em dias et = 0 o dia 1° de
janeiro. Com base nessas informacoes, considere
as seguintes afirmativas:

1. O periodo da funcao acima é 2.

2.Foino més de abril o dia em que o pdr do sol ocor-
reu mais cedo.

3. O horario em que o pér do sol ocorreu mais cedo
foi 17h30.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a afirmativa 3 é verdadeira.

¢) Somente as afirmativas 1e 3 siao verdadeiras.

)
b) Somente as afirmativas 1e 2 s3o verdadeiras.
d) Somente as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.

e) As afirmativas 1, 2 e 3 s3o verdadeiras.

2
20. (UPF-RS) Considerando que sen x = 3 &x pertence ao

tan x + cot x P

segundo quadrante, o valor de
sec x +csc x

a) —senx. d) —3(2+\/§)
b) ? e) —6++/5
o) cos’x




UNIDADE

Matrizes, determinantes

e sistemas lineares

O monitor de computador
funciona como uma matriz
(tabela) com informacoes
(pontos coloridos mostrados

na tela, os pixels) armazenadas
em linhas e colunas. Um pixel

€ o menor ponto que forma
uma imagem digital, e o conjunto
de milhares de pixels, ao qual é
possivel atribuir-se uma cor,
forma a imagem inteira.

E comum que o monitor de

15 polegadas tenha resolucao

de 600 X 800 (600 linhas por
800 colunas) e o de 21 polegadas
tenha resolucao de 1200 X 1600
(1200 linhas por 1600 colunas).



A definicao da imagem apresentada na tela esta relacionada com a quantidade de linhas e
colunas que a formam. Ela pode ser bem definida (alta resolucdo) ou distorcida (baixa resolucao).
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90 X 80 pixels 180 X 160 pixels

1. Como é formada uma imagem digital?

2. A que esta relacionada a definicdo da imagem digital?




Matrizes e
determinantes

A necessidade de se escrever mensagens sigilosas € muito antiga.
Ao longo da historia, reis, rainhas, generais, entre outros, buscaram
meios eficientes de comunicacao entre os seus aliados. O grande dife-
rencial no tipo de comunicacao que eles buscavam era o de nao revelar
segredos e estratégias aos inimigos. Esse contexto motivou o desen-
volvimento de cddigos e cifras, ou seja, técnicas para mascarar uma
mensagem, de modo que apenas o destinatario consiga entender o
conteddo.

Bioraven/Shutterstock/Glow Images

A criptografia — do grego kryptds (escondido) e grdphein (escrita)
—tem por objetivo codificar mensagens para assegurar a integridade
e o sigilo da informacao. Em varios momentos da histéria essa técnica
ajudou a decidir os resultados de batalhas.

Atualmente, as informacoes também sao muito valiosas e o pro-
cesso de codificacao de mensagens tem um papel cada vez maior na
sociedade, principalmente no que se refere a internet. Na rede mun-
dial de computadores muitas informacoes sao trocadas e o grande
desafio € manter o sigilo das informacdes, por exemplo, instituicoes
financeiras, lojas e sites precisam manter as informacoes dos seus
clientes em sigilo.

A criptografia utilizada por grandes empresas e governos realiza
calculos complexos para obtencao de um modelo seguro e quase inde-
cifravel. Mas € possivel utilizarmos conceitos simples da algebra matri-
cial como “chave codificadora/decodificadora”, tais como produto de
matrizes, matriz identidade, matriz quadrada e matriz inversa, que
devem ser do conhecimento tanto do remetente como do destinatario
da mensagem. Neste capitulo vocé aprendera essa técnica.



&5 Introducdo as matrizes

Atualmente, um dos bens mais desejados pelas empresas € a informacao sobre os potenciais clientes.
Algumas das empresas mais valiosas e lucrativas do mundo sao detentoras de uma enorme quantidade
dessas informacoes, como, por exemplo, alguns sites de busca e algumas redes sociais.

Essas informacdes, porém, nao teriam valor algum se nao fossem organizadas de forma légica e nao
pudessem ser facilmente recuperadas e relacionadas. Essa organizacao é feita usando-se um banco de dados,
que é uma colecao de tabelas relacionadas entre si.

As matrizes sao tabelas que relacionam dados numéricos.

Faca dupla com um colega e facam o que se pede.

As tabelas a seguir relacionam dados sobre o desempenho das equipes do grupo B da Liga Mundial de
Volei, em 2012. Depois de analisar os dados das tabelas, construam uma tabela com a pontuacao total
dessas quatro equipes.

Alexandre Guzanshe/EM/D.A Press

Lance da partida entre Brasil e Polonia durante a Liga Mundial 2012 de vdlei masculino.

Vitérias por Vitorias por | Derrotas por | Derrotas por
3X0ou3 X1 3X2 3X0ou3 X1 3X2
Canada 2 1 7 2
Finlandia 2 2 8 0
Brasil 7 0 1 4
Polonia 8 2 1 1
Pontos obtidos pela equipe
Vitériapor3 X 0ou3 X1 3
Vitéria por3 X 2 2
Derrotapor3 X 0ou3 X1 0
Derrota por3 X 2 1
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CURIOSIDADE

Agora, acompanhe esta outra situacao:

Em uma editora, a venda de livros de Matematica, Fisica e Quimica no primeiro trimestre de um ano
pode ser expressa pela tabela a seguir.

Janeiro Fevereiro Marco

Matematica | 20000 32000 45000

Fisica 15000 18000 25000

Quimica 16000 17000 23000

Se quisermos saber:

* quantos livros de Matematica foram vendidos em fevereiro, basta olharmos o niumero que esta na primei-
ra linha e na segunda coluna;

e quantos livros de Fisica foram vendidos em janeiro, basta olharmos o nimero que esta na segunda linha
e na primeira coluna;

e quantos livros de Quimica foram vendidos em marco, basta olharmos o nimero que esta na terceira linha
e na terceira coluna.

Uma tabela desse tipo, em que os numeros estao dispostos em 3 linhas e 3 colunas, denomina-se
matriz 3 X 3 (1é-se trés por trés) e podemos representa-la por:

20000 32000 45000 20000 32000 45000 :
Para refletir

15000 18000 25000 [ ou| 15000 18000 25000 Por que se diz "matriz

16000 17000 23000 16000 17000 23000 trés por trés™?

Historicamente, a representacao de conjuntos de numeros em forma de matrizes aparece no sécu-
lo XIX, embora haja indicios de que por volta de 2500 a.C. os chineses ja resolvessem alguns tipos de
problemas com calculos efetuados sobre uma tabela (apresentados em um dos nove capitulos do livro
chinés Chui-Chang Suan-Shu, que trata da arte matematica). Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), mate-
matico francés, parece ter sido o primeiro a nomear essas configuracoes numéricas de tableau (‘tabela’,
em francés), em 1826, e s6 em 1850, com o matematico inglés James Joseph Sylvester (1814-1897), € que
esse tipo de configuracdo numérica recebeu o nome de matriz.

SPL/Latinstock

Bettmann/Corbis/Latinstock

James Joseph

i@ Augustin-Louis =y
W Sylvester

B Cauchy
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E, Definicao de matriz

Sejam m e n dois nUmeros inteiros maiores ou iguais a 1.

Denomina-se matriz m X n (Ié-se m por n) uma tabela re-
tangular formada por m - n numeros reais, dispostos em m linhas
e n colunas.

Dizemos que a matriz é do tipo m X n ou de ordem m X n.
Exemplos:

2
a) c ?:| é uma matriz do tipo 2 X 2 (dois por dois — duas linhas e duas colunas).

1
- -5
b)| 2 é uma matriz do tipo 2 X 3 (dois por trés — duas linhas e trés colunas).
2 3 0
¢) Quando m =1, a matriz € chamada matriz linha. Por exemplo: (1 3 —2) éuma [ p... Lofetis
matriz linha do tipo 1 X 3. Por que se diz “matriz

linha” e “matriz coluna”?

5

2
d) Quando n = 1, a matriz é chamada matriz coluna. Por exemplo: € uma matriz coluna do tipo 4 X 1.

0

Quando temos matrizes linha ou matrizes coluna, também podemos chama-las de vetores. Embora
essa nao seja uma denominacao comum no Ensino Médio, € bastante utilizada no Ensino Superior, princi-
palmente em Computacdo e Algebra linear. E muito comum uma matriz linha como[2 O 5] ser escrita como
(2,0, 5) quando se trabalha com vetores.

- ATENCAO!
Exercicios N3o escreva no

seu livro!

1. Escreva no caderno a matriz correspondente a tabela de notas de trés alunos no primeiro bimestre:

Matematica | Fisica | Quimica | Biologia

Ana 6 4 5 8
Antonio 5 7 5 5
Beatriz 5 6 7 4

2. Com relacdo a matriz do exercicio 1, responda:
a) O que significam os nimeros da 12 linha?

b) O que significam os nimeros da 22 coluna?

¢) O que significa o nimero da 32 linha e 32 coluna?

N
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£) Representacdo genérica de uma matriz

Os numeros que aparecem na matriz sao chamados elementos ou termos da matriz.
Analisemos, por exemplo, a seguinte matriz:

32 5 -1

-5 4 10 O

6 -2 2 2

Nela, podemos observar que:
« 0 elemento 3 esta na 12 linha e na 12 coluna; indica-se: a;; (Ié-se a um um) = 3;
* 0 elemento —5 esta na 22 linha e na 12 coluna; indica-se: a,; (Ié-se a dois um) = —5;
« 0 elemento 6 esta na 32 linha e na 12 coluna; indica-se: as (Ié-se: a trés um) = 6;
=2

« 0 elemento 2 esta na 12 linha e na 22 coluna; indica-se: ay; (I€-se: a um dois)

« 0 elemento v/2 esta na 32 linha e na 42 coluna; indica-se: as, (16-se: a trés quatro) = V2.

Assim:

e para representar o elemento de uma matriz, usamos uma letra com dois indices: o primeiro indica em que
linha o elemento se encontra, e o segundo indica em que coluna; por exemplo, a,; € o elemento que esta
na 22 linha e na 32 coluna;

* 0 elemento genérico de uma matriz A sera indicado por ay, em que i representa a linha, e j representa a
coluna na qual o elemento se encontra; ele € chamado ij-ésimo elemento da matriz;

* a matriz A, do tipo m X n, sera escrita, genericamente, do seguinte modo:

aﬂ a]Z aB T a1n aﬂ a12 aB e a1n

aZ1 022 aB e aZn az1 aZZ aB e aZn
A=|a, a, a3 .. 0, |OUA=|a, d; 03 ... 0y,
L am1 amz am3 amn _ am1 amz am3 amn

A lista ordenada (a, ai,, ..., ai) chama-se a i-ésima linha ou o i-ésimo vetor linha da matriz, enquanto
(av, @y - amj) chama-se a j-ésima coluna ou o j-ésimo vetor coluna da matriz.
De maneira abreviada, podemos escrever a matriz A na forma:

) i o Fique atento!
A= (aij)m><n; comlsismisjsnei<jEIN Podemos também
escrever: A = [lm x n-

Lé-se: matriz A, dos elementos ay, do tipo m X n.
a; =1parai=j

Porexemplo,acompanhe comoescreveramatrizX = (a,-j), coml=i<3els<j=<3,talque .
a; =0parai# j

A matriz deve ter 3 linhas e 3 colunas tal que:
an =0y =0a; =1
=013 =00 =03 =03=0d3 =0
100

Assim,X=10 1 0.
0 0 1
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£} Matrizes especiais
Matriz quadrada

Consideremos uma matriz m X n. Quando m = n (o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas),
diz-se que a matriz é quadrada do tipo n X n ou simplesmente de ordem n.

Exemplos:
3 5], .
a) 5 6] é uma matriz quadrada de ordem 2 (m = n = 2).
Fique atento!
53 10 Se i = j,entdo a;esta
-1 -4 na diagonal principal.
b) € uma matriz quadrada de ordem 3 (m = n = 3). Sei> j entdo a;esta
1 abaixo da diagonal
‘/E 0 —< principal.
Sei<j,entdo a;esta
Em uma matriz quadrada de ordem n, os elementos ay, da,, ds3, ..., dnn acima da diagonal
formam a diagonal principal da matriz (sdo os elementos a; com i = ). principal.
1.3 10 Vocé sabia?
3 2 i 3\0 8 A outra diagonal da matriz quadrada, que
N vai do ultimo elemento da 12 linha até o 12
(—1\6\] ! » 5 —-16 o elemento da tiltima linha, é conhecida como
‘dlagonal principal diagonal principal

diagonal secundaria.

Matriz identidade

A matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal sao iguais a 1e os
outros elementos sdo iguais a zero € chamada matriz identidade e seu simbolo € /,,.

Exemplos:
(1 0 0 0 O]
100 Lo 01 00O
5=10 1 0 ’2:[0 J k=10 0 1 0 0| h=[]
0 0 1 0 00 1O
|0 O 0 0 1]

a; =1lparai= j

Em uma matriz identidade temos: _ L
a; =0paraj# j

Matriz nula

No conjunto das matrizes, a matriz que tem todos os elementos iguais a zero denomina-se matriz
nula. Vamos simbolizar a matriz nula do tipo m X n por O, » ,, € @ matriz nula de ordem n por 0,,.

Exemplos:
0 0 0 0O
03x,=10 O 022[8 g] 0;=({0 0 O 01x2=1[0 0 0 0]
00 0 0O

Na matriz nula do tipo m X ntemos a; = 0, quaisquer que sejamiejcomi<ismel<j<n.
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£ \gualdade de matrizes

Vamos considerar duas matrizes, A e B, de mesmo tipo,m X n,no caso 3 X 2:

ay, Oy bn bn
A= 10y 0y B = bz1 bzz
0y 0s; b31 baz

Em matrizes de mesmo tipo, os elementos que ocupam a mesma posicao sao denominados elementos
correspondentes.
Entdo, nas matrizes A e B consideradas, sao elementos correspondentes:

an e by ane by
ay € by a e by,
as e bs as; e bs,

Definimos:

Duas matrizes, A e B, sao iguais se, e somente se, ttm o mesmo tipo e
seus elementos correspondentes s3o iguais.
Dadas as matrizes A = (dj)m x n € B = (bj)m x n, temos simbolicamente:
A=Boagj=bj,comlisismels<jsn

Exemplos:

3.1 6=2 2-1
a) ( ] = ( ) — as matrizes sao quadradas de ordem 2 e os elementos correspondentes

5 6 5-1 4+2
sao iguais.
1T 3
b) Se A = 132 eB=1|-1 0 |, entaoA # B, pois A e Bnao tém o mesmo tipo.
-1 0 4 5 4

Exercicio resolvido ~

. o . 3x+2y 2 7 2
1. Determine x e y para que sejam iguais as matrizes 8 .
2 3x =3y 2 -3

Resolucao:

As duas matrizes tém a mesma ordem (2).
Para que as matrizes sejam iguais devemos ter ainda:

3x+2y=17

3x—3y=-3
Resolvendo esse sistema de equacdes do 1° grau, temos:

3% +2y=17

—3£ +3y=3

5y=10 = y=2

3Xx+2y=7=3x+2Q2)=7=3x+4=7=3x=3=x=1
Portanto,x =Tey = 2.

\_ J
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f‘, Adicao e subtracao de matrizes

Acompanhe a seguinte situacao:

O gerente de vendas de uma loja tem a sua disposicao as tabelas de vendas mensais, em reais, dos seus
trés vendedores, por produto vendido. Veja:

Vendas em janeiro (R$)
Vendedor | Geladeiras Fogoes
Paulo 23000,00 12000,00
Germano 27000,00 10000,00
Rodolfo 19000,00 15000,00
Vendas em fevereiro (R$)
Vendedor Geladeiras Fogoes
Paulo 21000,00 10000,00
Germano 16 000,00 6000,00
Rodolfo 20000,00 9000,00

O gerente precisava saber as vendas do 1° bimestre, em reais por produto vendido, dos seus trés vendedores.
Nesse caso, ele somou os dados das duas tabelas (janeiro e fevereiro), obtendo a tabela dos dados bimestrais:

Vendas no 12 bimestre (R$)
Vendedor Geladeiras Fogoes
Paulo 44000,00 22000,00
Para refletir
Germano 43 000,00 16 000,00 Qual foi 0 melhor
vendedor de geladeiras
Rodolfo 39000,00 24000,00 do bimestre? E de fogdes?

Depois, o gerente precisava saber a evolucao das vendas de janeiro para fevereiro: tiveram aumento?
diminuiram? qual a diferenca do faturamento entre janeiro e fevereiro?

Uma maneira de obter essas informacoes é calcular a diferenca dos dados das duas primeiras tabelas
(fevereiro e janeiro), obtendo a tabela da evolucao das vendas de janeiro para fevereiro:

Evolucdo das vendas de janeiro e fevereiro (R$)
Vendedor Geladeiras Fogoes
Paulo —2000,00 —2000,00 Para refletir
Qual vendedor teve a
Germano -1 000,00 —4 OO0,00 maior queda de vendas
de geladeira de janeiro
Rodolfo 1000,00 —6000,00 para fevereiro?

Esse exemplo ilustra as operacoes de adicao e subtracao de matrizes.
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Adicao de matrizes

Consideremos duas matrizes, A e B, do tipo 2 X 3:

-2 1T —4 -
A= -6 B=(7 0 2
1 2 3 1

A B C
— —_— _—
3.5 -2 1 -4 — 341 5+(—4) (=2)+(-) 4 1 -3
28 —6 |+ 7 0 2 |=|247 840 (-6)+2 |=| 9 8 -4
142 310 143 441 240 45 2

A matriz C assim obtida denomina-se soma da matriz A com a matriz B ou soma das matrizes A e B.
Assim:

Dadas duas matrizes, A e B, do mesmo tipo, m X n, deno-
mina-se soma da matriz A com a matriz B, que representamos
por A + B, a matriz C do tipo m X n na qual cada elemento é
obtido adicionando-se os elementos correspondentes de A e B.

Se A = (ay) e B = (b;) sao matrizes do tipo m X n, a soma
A + B é a matriz C = (c;) do tipo m X n tal que:

G=a;+bj,comisismels<jsn

Para refletir

Escolha trés matrizes, A, B e C, de mesma ordem e verifique que:
«sA+B=B+A

c(A+B)+C=A+(B+C()

«A+0=0+A=A, sendo 0 amatriz nula de mesma ordem
cA+(-A)=(-A)+A=0

Matriz oposta de uma matriz A

Denomina-se matriz oposta de uma matriz A (representa-se
por —A) a matriz que somada com A resulta em uma matriz nula.

Exemplo:
3 6 -3 -6
SeA = 5 1) entdao a matriz oposta de A é 5 1) pois:
3 6 . -3 -6 |_| 00
=2 1 2 -1 0 0
_—
A B matriz nula

Observacao: Os elementos correspondentes de A e —A sdao ndmeros opostos. Obtemos —A mudando os
sinais de todos os elementos de A.
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Subtracao de matrizes

Sendo A e B duas matrizes do tipo m X n, denomina-se diferenca entre A e B (representada por A — B) a
soma da matriz A com a matriz oposta de B.

Exercicios

3.

[o)]

~

10.

_

A-B=A+(-B)

Por exemplo:

3 -2 5 2 -3 6)
0 0 -1 —4 5 1)

Podemos também definir A — B assim:

-2

3
10 O

5

Para refletir
Lembra-se da diferenca
entre numeros inteiros?
3—-4=3+(-4)

T 1 -
14 -5 =2

Jo (53

Dadas as matrizes A = (@y)m xn€ B = (b)mxn A — B =(C)mxn
talquecgj=a;— bjparalsismel<j<n.

Identifique os elementos an, g, e a;3 na matriz

2 6 10
4 -5 1)

Escreva as matrizes:
— _ 2 2
a) A = (ay);xstal que a; = i* + j*.

b) X = (a;)a x » de modo que a; = 2/* — j.

. Escreva a matriz quadrada:

a) de ordem 2, cujo elemento genérico é
ay=4i—2j+3;
b) de ordem 3 tal que a; = > — 2j.

. Seja a matriz quadrada (3 1%) Calcule a diferenca

entre o produto dos elementos da diagonal principal
e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

[-[2

Escreva a matriz identidade de ordem 2 (/,) e a matriz
identidade de ordem 3 (I5).

+b b+c

a
Sabendoque[ b 20-3d

], deter-

minea, b, ced.

Determine m e n para que se tenha

)

Determine g, b e c para que se tenha

m+n m
0 n

a+tb—1 0
a—=3c b | =054,
2b 0

1.

12.

13.

15.

2 1
Dadas as matrizesA=| 6 |, B=| 6 |e
3 2
0
C= 4 |, calcule:
-2
a)A+B—-C
b)A—B+C
A—-B-C

Dadas as seguintes matrizes quadradas de ordem 2:
i+2j,parai =j

O,parai <j e Bcom

Acoma,jz{

.3 . .
by = mparal =] calcule A+ Be B + A.
O,parai <j

A e Bsao duas matrizes quadradas de ordem 2, cujos
elementos sdo dados por a; = 3i — 2j e by = (a;).
Calcule:
a)A—B
b) A+ B

. Se A = (a;) € uma matriz quadrada de ordem 2 tal que

a; = 2i + 3j — 5, escreva a matriz oposta de A.

-3 2 -1
6 —-10 7

0 € a matriz nula do tipo 2 X 3.

Se X = [ ] + 0, escreva X sabendo que
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‘, Multiplicacao de numero real por matriz

Vamos voltar a situacao do gerente de vendas:

Suponha que a comissao dos vendedores seja de 5% sobre o total mensal de vendas, em cada tipo de
produto. Dessa forma, o gerente pode desejar ter a informacao sobre qual € o custo das comissoes pagas
aos vendedores, por tipo de produto vendido, em janeiro. Para obter tal informacao, ele pode multiplicar
cada valor da tabela das vendas de janeiro por 0,05 (pois 0,05 = 5%, que é o percentual pago de comissao
pelas vendas). Assim, teriamos:

Comissoes pagas em janeiro (R$)

Vendedor Geladeiras Fogoes

Paulo 23000,00-0,05 22000,00-0,05

Germano 43000,00-0,05 16 000,00 - 0,05

Rodolfo 39000,00-0,05 | 24000,00-0,05

Efetuados os calculos, a tabela com a informacao das comissoes pagas em janeiro seria:

Comissoes pagas em janeiro (R$)
Vendedor Geladeiras Fogoes
Paulo 1150,00 1100,00
Germano 2150,00 800,00
Rodolfo 1950,00 1200,00

Esse exemplo ilustra a operacao de multiplicar uma matriz por um nimero real.
Acompanhe outro exemplo:

5 8 -1 3
Sendo A = 43 &) entdo 2A:
SA— 5 8 -1} (25 2:8 2(-1) (10 16 -2
-4 3 6 2(—4) 2-3 2-6 -8 6 12
Assim:
Se A é uma matrizm X n,de  Pararefletir . ‘
. . Sendo «a e B numeros reais e A e Bmatrizes
elementos aj, € « € um namero real, de mesma ordem, verifique que:
entdo aA € uma matrizm X n cujos (@ +pA=aA+pA
~ ) alA + B) = aA + aB
elementos sao aa;. «(BA) = (o)A
A=A

m Unidade 2 < Matrizes, determinantes e sistemas lineares



[3, Matriz transposta

O mesmo gerente citado anteriormente vai fazer uma apresentacao para seus superiores e, entre outras
coisas, deseja mostrar as vendas bimestrais dos trés vendedores. Ao preparar a apresentacao, ele percebe
que a visualizacao da tabela ficaria melhor se os vendedores estivessem nas colunas e os produtos nas linhas
da tabela. Em outras palavras, ele quer fazer o seguinte:

Atabela era assim:

Vendas no 12 bimestre (R$)
Vendedor Geladeiras Fogoes
Paulo 44000,00 22000,00
Germano 43000,00 16 000,00
Rodolfo 39000,00 24000,00
E vai ficar assim:
Vendedor Paulo Germano Rodolfo
Geladeiras | 44000,00 | 43000,00 | 39000,00
Vendas no 1° bimestre (R$)
Fogdes 22000,00 | 16000,00 | 24000,00

A nova tabela do gerente € um exemplo de transposicao de matriz.
Ent3o:

Seja A uma matriz m X n, denomina-se matriz transposta
de A (indica-se por A’) a matriz n X m cujas linhas sao, ordena-
damente, as colunas de A.

Para refletir
Qual é o significado da palavra
“ordenadamente” nessa definicao?

Exemplos:
6 —2 6 4
a) A = > Al =
4 5 -2 5
3 10 -1 >0
b) A = 0 — 6):>At= 10 -2
-1 6
[4 2 1 4 0 -3
JA=|0 5 8|=A"=|2 5 2
-3 2 10 1 8 10

Notamos que, se A = (a;) é do tipo m X n, entao A = (b;) é do tipon X m e b; = aj;.
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Exercicios

16.

N

Escreva a matriz transposta das seguintes matrizes:
a) A=(526)

2 5
bB=| -1 4
0 6
—4 2
C=
9 5 —1)
13 2
dp=| 0 05
1 4 3

1 5
JeB—(z _2

J, determine:

) BA) = 3A°
k) —(A' + BY)

. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 cujos elemen-

«(A+Bi=A"+B

~ . [0,sei#]j
tos sao dados por aij = {i‘U" e ,-j:j, calcule:
a) A
b) A+
C) A+ 03
d) 3A
e) At
f) A+ A
g)A—A
h) 2A + 3A" — I
DESAFIO 1 2 2 0
Sendo A = eB= mos-
EMDUPLA ( 3 4 ) [ 1 2 J;
trem que:
a) (A=A Para refletir
b) (A + B)t = At + Bt Verifique que:
< (AY=A
0 2A) =24t (ad) = a- Al
(

d) (A—B)=A"-B"

~N

20.Sendo A = (% ;) eB= (; _52),determine:
a) AL+ B
b) (5A + BY)
embusa Uma equipe de criadores de jogos para celu-

21.

lar acabou de lancar dois jogos, o “Avidao Maluco” e o
“Fura Bolo”, nas versdes A e B. As tabelas abaixo mos-
tram o numero de downloads de cada jogo, em cada
tipo de versao, por dia:

Downloads em 23 de outubro
Jogo Versao A Versao B
Aviao Maluco 23 21
Fura Bolo 28 36
Downloads em 24 de outubro
Jogo Versao A Versao B
Avido Maluco 67 89
Fura Bolo 122 104

De acordo com os dados das tabelas, facam o que se
pede:

a) Elaborem a matriz A, quadrada de ordem 2, com os
dados da tabela do dia 23 de outubro.

b) Elaborem a matriz B, quadrada de ordem 2, com os
dados da tabela do dia 24 de outubro.

c) Elaborem a matriz A + B e interpretem o que sao
os valores dessa matriz, de acordo com o contexto
do enunciado.

d) Elaborem a matriz B — A e interpretem o que sao
os valores dessa matriz, de acordo com o contexto
do enunciado.

e) Exatamente 10% do total de usuarios que fizeram
o download dos jogos nesses dois dias avaliaram
0s jogos como sendo étimos. Qual alternativa abai-
xo contém a operacao matricial que gera a matriz
C contendo a quantidade de usuarios que nesses
dois dias avaliou cada jogo, em cada versao, como
sendo 6timo?

«C=01-A+B
«C=01-At+B
«C=01-(A+B)
«C=0]1"(A"+B)
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£} Multiplicacdo de matrizes

A multiplicacao de matrizes ndao € uma operacao tao simples como as outras ja estudadas até aqui; nao
basta multiplicar os elementos correspondentes. Vamos introduzi-la por meio da seguinte situacao:

Durante as Olimpiadas, realizadas em Londres em 2012, o grupo C do futebol masculino era formado por
quatro paises: Brasil, Egito, Bielorrussia e Nova Zelandia. Observe os resultados (nimero de vitérias, empates
e derrotas) de cada um, registrados em uma tabela e em uma matriz A, do tipo 4 X 3:

Vitérias | Empates | Derrotas
Brasil 3 0 0 300
. T 1 1
Egito 1 1 1 —
= A=l1 0 2
Bielorrissia 1 0 2 01 2
Nova Zelandia 0 1 2

Pelo regulamento das Olimpiadas, cada resultado (vitéria, empate ou derrota) tem pontuacao corres-
pondente (3 pontos, 1 ponto ou 0 ponto). Veja esse fato registrado em uma tabela e em uma matriz B, do
tipo3 X 1.

Nimero de pontos
Vitéria 3 3
B=|1
Empate 1 0
Derrota 0

Terminada a primeira fase, foi verificado o total de pontos dos paises participantes. Essa pontuacao pode
ser registrada em uma matriz que é representada por AB (produto de A por B). Veja como é obtida a matriz da
pontuacao dos paises de cada grupo:

Brasi:3-3+0-1+0-0=9

Egito:1-3+1-1+1-0=4
AB =
Bielorrdssia:1-34+0-14+2-0=3

—_ W » O

Nova Zelandia:0-3+1-1+2-0=1

Esse exemplo sugere como deve ser feita a multiplicacao de matrizes. Observe a relacao que existe entre
as ordens das matrizes:

Para refletir
Como é determinado cada elemento de AB?

Asxs : B3 x1 = ABy x 1

— |
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Veja agora a definicao matematica da multiplicacao de matrizes:

Dada uma matriz A = (a;) do tipo m X n e uma matriz
B = (bj) do tipo n X p, 0 produto da matriz A pela matriz B
€ a matriz C = (c;) do tipo m X p tal que o elemento c; é
calculado multiplicando-se ordenadamente os elementos
da linha i, da matriz A, pelos elementos da coluna j, da
matriz B, e somando-se os produtos obtidos. Para dizer
que a matriz C € o produto de A por B, vamos indica-la
por AB.

Observe que so6 definimos o produto AB de duas matrizes quando o nimero de colunas de A for igual ao
numero de linhas de B; além disso, notamos que o produto AB possui o numero de linhas de A e o numero

de colunas de B:
Fique atento!

A @xn . B, @) = AB @@ A matriz identidade é o elemento neutro
S ; ; A da multiplicacdo de matrizes, ou seja,
——————————————————— ’ T quando existirem os produtos, temos:
A-I=Ael-B=B

P . passo a passo: exercicio 5
Exercicios resolvidos ~N

bﬂ
2. Dadas as matrizes A = (an, am, d13)1x3€ B = b, | determine AB:
= bg] 3X1
Resolucao:
bﬂ
AB = (an, Gy, dhixs | by |= anbn + anby + apby
b31
3 X1
3 0
1 3 2 )
3. DadosA = eB=|4 —2|, determine AB.
05 -1 -

Resolucao:

A éuma matriz2 X3
B é uma matriz 3 X 2

|:Cﬂ C12}

AB =

C21 CZZ

cn: usa-se a 1 linha de A e a 12 coluna de B, multiplicando-se ordenadamente os elementos:
1-34+3:4+2-1=17

Cip: usa-se aPlinhadeAea2?colunadeB:1-0+3(—2)+2-6=6

¢y usa-sea2?linhadeAeat?colunadeB:0-3 +5-4+ (-1)1=19
C»: usa-sea2?linhadeAea2?colunadeB:0-0 + 5(-2) + (—1)6 = —16

Concluind 1 3 2 30 17 6
oncluindo: 9 3 4 =2\ = 19 —16

Az S AB,x;

\ Bsxa J

}AB sera uma matriz 2 X 2.
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4 )

3 2
3 1
4, DadosA=|5 0 eB=(6 2],determineAB.
1 4

Resolucao:

Como A é uma matriz 3 X 2 e B€ uma matriz 2 X 2, o nimero de colunas de A € igual ao nimero de linhas
de B; assim, esta definido o produto AB, que sera uma matriz 3 X 2, isto é:

o) (3 2) 3 g (37326 3-142:2 g
C3 C3 1 4 S 1-3+4-6 1-1+4-2 27 9
X2 N —

3X2 3X2

Y Resolvido passo a passo
5. Biologia
(UEL-PR) Uma nutricionista recomendou aos atletas de um time de futebol a ingestao de uma quantidade
minima de certos alimentos (fruta, leite e cereais) necessaria para uma alimentacao sadia. A matriz D for-
nece a quantidade diaria minima (em gramas) daqueles alimentos. A matriz M fornece a quantidade (em
gramas) de proteinas, gorduras e carboidratos fornecida por cada grama ingerida dos alimentos citados.
200 fruta
D=1 300 leite
600 | cereais

fruta leite cereais

0,006 0,033 0,108 proteinas
M= 0,001 0,035 0,018 gorduras

0,084 0,052 0,631 | carboidratos

A matriz que mostra a quantidade diaria minima (em gramas) de proteinas, gorduras e carboidratos fornecida
pela ingestao daqueles alimentos é:

18,20 51,90
a)| 3630 |. d)| 4830
| 454,20 405,60
[ 29,70 | [ 75,90
b)| 1620 | el 2150
| 460,20 | 411,00
[ 4830 |
o | 3600
| 432,40 |

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?
Sao dadas duas matrizes, uma delas com a quantidade minima de frutas, leite e cereais necessaria para uma

alimentacao sadia dos atletas de um time de futebol; e a outra com a quantidade de proteinas, gorduras e
carboidratos obtida pela ingestao de cada grama de frutas, leite e cereais.

b) O que se pede?

Pede-se a matriz que contém como elementos a quantidade minima diaria de proteinas, gorduras e car-
\ boidratos fornecida pela ingestao dos alimentos recomendados pela nutricionista do enunciado.

J
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2. Planejando a solucao

Podemos usar duas estratégias:

* 1% estratégia:
Usando as matrizes apenas como fonte de informacao e interpretando corretamente o texto, podemos
determinar as quantidades pedidas, para posteriormente montar uma matriz com essas quantidades;

o 2% estratégia:
Mais tedrica, faz uso do conceito de multiplicacao de matrizes. A matriz resposta sera o produto da matriz
M pela matriz D, nessa ordem, pois sabemos que na matriz resposta teremos as linhas sendo quantidade
de proteinas, gorduras e carboidratos, como na matriz M. Assim, chamando de X a matriz resposta, teremos
X=M-D.

3. Executando o que foi planejado

* 1“ estratégia:
Basta interpretarmos adequadamente o contelido de cada matriz dada. Assim, para obter a quantidade
diaria minima de proteina fornecida pela ingestao daqueles alimentos, basta sabermos a quantidade de
cada alimento e quanto cada grama dele contém de proteina.

Da matriz D sabemos que sao 200 g de frutas; da matriz M sabemos que cada grama de fruta nos da
0,006 g de proteina. Assim, o total de proteina obtido com a ingestao de frutas € 200 - 0,006 = 1,2 g.

Da matriz D sabemos que sao 300 g de leite; da matriz M sabemos que cada grama de leite nos da
0,033 g de proteina. Assim, o total de proteina obtido com a ingestao de leite € 300 - 0,033 = 9,9 g.

Da matriz D sabemos que sao 600 g de cereais; da matriz M sabemos que cada grama de cereais nos da
0,108 g de proteina. Assim, o total de proteina obtido com a ingestao de cereais é 600 - 0,108 = 64,8 g.

Entao, o total de proteina fornecido €1,2 + 9,9 + 64,8 =759 g.

E interessante notar que esse resultado ja é suficiente para que possamos escolher adequadamente uma
alternativa, no caso a alternativa e, pois € a Unica que contém 75,9 g de proteinas na matriz resposta.

Outro ponto a salientar é que essa estratégia, embora correta, € trabalhosa, pois para obter toda a
matriz resposta ainda faltaria fazer os calculos para gorduras e carboidratos, de forma analoga ao
que fizemos para o calculo das proteinas.

2% estratégia:

Se a matriz resposta sera dada por X = M - D, entao:

0,006 0,033 0,108 200 0,006 - 200+0,033 - 300+0,108 - 600 75,90
X=| 0,001 0,035 0,018 [-| 300 [=| 0,001-200+0,035-300+0.018-600 |=| 2150
0,084 0,052 0,631 600 0,084 - 200+0,052 - 300+0,631- 600 411,00

A contrapartida dessa segunda estratégia, notadamente menos trabalhosa, € o saber tedrico necessario
para que se perceba que o problema pode ser resolvido pelo produto de matrizes. De forma geral, quanto
mais conhecimento teérico reunimos sobre determinado assunto, menos trabalho sera empregado na
resolucao dos problemas, pois sera possivel avaliar a melhor estratégia na hora da resolucao.

4. Emitindo a resposta
Aresposta € a alternativa e.

5. Ampliando o problema

a) Suponha que os atletas dessa equipe necessitem também de certa quantidade de vitamina C, e que essa
vitamina é fornecida pelas frutas, leite e cereais em determinadas quantidades. Com essa introducao da
necessidade de vitamina C, o que mudaria nas matrizes D e M para que a matriz resposta contenha tam-

bém a quantidade de vitamina C, além de proteinas, gorduras e carboidratos?

b) "emeouire A profissdo de nutricionista esta cada vez mais presente nos vérios setores da vida cotidiana,

seja preparando um plano de regime para pessoas que precisam controlar o “peso” ou tém problemas
de salde, seja estabelecendo cardapios adequados para atletas de varias modalidades esportivas. Con-
k verse com seus colegas e discutam se uma alimentacao adequada influi na pratica de esportes. )
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Exercicios

22.56 definimos o produto AB de duas matrizes quando
o numero de colunas de A for igual ao nimero de linhas
de B. Entao, associe V ou F a cada uma das seguintes
afirmacoes:

a) Se A é uma matriz3 X 1e B é uma matriz 1 X 2,
existe o produto AB.

1
3| eB=(152), existe o produto AB.
5

b) SeA =

c) Se A é uma matriz 4 X 3 e Bé uma matriz1 X 4,
existe o produto AB.

d) Se A e Bsao matrizes quadradas de ordem 2, entao
o produto AB sera, também, uma matriz quadrada
de ordem 2.

23.Dadas as matrizes A = [ (1)

determine:
a) AB
b) BA

24.Determine o produto AB, sendo A = ( 4 ) e

(-3 5
B‘(u —zo)'

25. ooy Observem os resultados obtidos nos exerci-

cios 23 e 24 acima e avaliem como verdadeira (V) ou
falsa (F) cada sentenca abaixo (considerem A e B ma-
trizes quadradas, de mesma ordem):

a) AB=BA

b) Se AB=0,entaoA=0eB=0.

Para refletir

Dadas as matrizes quadradas A e B de mesma ordem, as vezes
temos AB = BA, mas as vezes AB # BA.

Quando AB = BA, dizemos que A e B comutam.

Dadas E = 0 1 ,F= 30 eG= 2.0 )
0 2 31 -3 4

verifique quais sdo as duas matrizes que comutam.

2 3
26. fwaoss Dadas as matrizes A = ( ) e

51
B = 31 , determinem:
2 1

27 ATIVIDADE

empupLa Observando os resultados obtidos no exerci-
cio anterior, respondam: para essas matrizes, A e B,
vale a igualdade (A + B)(A — B) = A*> — B®?

28.SeA=|: 4 1
6

] e l, é a matrizidentidade de ordem 2,

determine:

a) Al b) I, A

29. Determine os produtos:
5 2 4
0 1 3

b)| 3@ 5 0

(o)}

a)

—_

1 3 6 0
Al 2 5 1/(]2 4
| 4 0 2 2
d)510516
13 22 -1 4 -3
)12?(35)
e_
. 3 |12

f 5 4 7 4
2 -6 2
30. tmpupa Para afabricacdo de caminhdes, uma indus-

tria montadora precisa de eixos e rodas para seus trés
modelos de caminhdes, com a seguinte especificacao:

Componentes/Modelo A|B|C

Eixos 2|13 ]| 4

Rodas 4 | 6|8

Para os dois primeiros meses do ano, a producao da
fabrica devera seguir a tabela abaixo:

a) A%, em que A? = AA;
b) B?

) (A+B)A - B);

d) A2 — B2

,em que B* = BB,

Fique atento!
S6 podemos
calcular A?
quando A é
matriz quadrada.

Modelo/Meses Janeiro Fevereiro
A 30 20
B 25 18
C 20 15

Usando a multiplicacao de matrizes, respondam: nes-
sas condicoes, quantos eixos e quantas rodas sao ne-
cessarios em cada um dos meses para que a monta-
dora atinja a producao planejada?
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ﬂ“& Determinante de uma matriz

O determinante de uma matriz € um namero real associado as
matrizes quadradas. Toda matriz quadrada possui determinante.

Historicamente, o determinante surgiu para indicar sistemas determinados (sistemas que tém solucao
Unica, como estudaremos no préximo capitulo), mas ao longo do tempo tornou-se uma ferramenta mate-
matica com diversas aplicacoes.

Estudaremos os determinantes mais usuais (os de ordem 2 e de ordem 3), aprendendo a determina-los
por meio de regras praticas. Veremos também algumas de suas propriedades mais relevantes. E, ao longo
desta colecao, estudaremos a aplicacao dos determinantes para classificar sistemas lineares, para calcular
areas de triangulos e para obter equacao da reta, entre outras coisas.

Junte-se com um colega e reflitam sobre que valor (ou valores) de x resolve(m) cada uma das equacoes
abaixo. Depois, discutam com os colegas da classe os valores escolhidos.

a)2x=8
b)2x =0
0 0x=0
d)Ox =5

O determinante de ordem 2
anX +a,y :k1

Vamos analisar a solucao do seguinte sistema 2 X 2: { — i
anX +azzy -2

Isolando x na primeira equacao, temos:

_ ki —any
ay

Substituindo na segunda equacao, temos:

k,—a,y

1 12

an ( a T+ ayy = ky = ayk, — anayy + andyy = anky, = (anax — 012021))/ = ank; — ayk
n

Para que exista um Unico valor de y que satisfaca essa igualdade é necessario que (ana,; — dnay) nao seja
nulo. Existindo um unico valor de y, existira um Unico valor de x, e o sistema tera solucao (sera determinado).
Sendo assim, o nimero (andy; — dpdy) é chamado de determinante da matriz de ordem 2, pois conforme seu
valor sabemos de antemao se o sistema 2 X 2 é ou nao é determinado.

Esse numero pode ser obtido facilmente a partir de operacdes que envolvem os elementos da matriz
dos coeficientes do sistema que esta sendo analisado por meio de uma regra pratica.

a.x +a,y =k a, Oy

21 22

Por exemplo, para o sistema { a matriz dos coeficientes é [ ] Observe que, se

ayx +a,y =k,

fizermos o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal se-

aﬂ a12
cundaria, obteremos exatamente (ana,, — a1,0x1), que foi definido como o determinante da matriz [ .
21 22

Como essa matriz é de ordem 2, o determinante é dito de ordem 2.
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aTI a12

Assim, dada a matriz A = [ :| indicamos seu determinante deste modo:

aZ1 aZZ

. aﬂ a12 _
detA=ay-ay—ayp-an ou =0y - dy — dpp - dx

aZ1 aZZ

6 3
Por exemplo, o determinante de matriz A (det A), sendo A = [2 _4), € dado por:

6
detA:‘z =6-(—4)—3-2=-24-6=-30

)
Fique atento!

E errado escrever l: :| = —30, pois ndo é a matriz, e sim seu determinante,

um numero, que é —30. O correto é det A = —30 ou = —30.

2

O determinante de ordem 3
ayx +a,y +asz =k
De forma analoga, vamos analisar a solucao do seguinte sistema 3 X 3: 1a,,x +a,,y +a,,Z =k,
Ay X + 05,y + 05,2 =k

Fazendo as operacoes adequadas, obtemos a seguinte equacao na variavel z:
(011022033 + 01203031 + 030003 — A13022031 — 10033 — 011023032)2 =
= (anayks + ankoGs + kianas; — kG031 — ankaGs; — Gr2G21ks)
Da mesma forma que na equacao obtida no sistema 2 X 2, para que exista um Unico valor de z, é neces-
sario que
(ana22033 + A120y3031 + 13021037 — A13022031 — Grp0033 — Anda303))
nao seja nulo. Entao, o numero
(anaGy0as3 + 01202303 + G130103; — 13022031 — A0nds3 — Andy30s;)
é chamado determinante da matriz de ordem 3, e, conforme seu valor, sabemos se o sistema 3 X 3 é deter-

minado ou nao.
aﬂ a'IZ aB

Consideremos a matriz genérica deordem 3: A= | d,, G5, 0y

a31 aB a33
Define-se o determinante da matriz de ordem 3 ao nimero:
aﬂ a'IZ 013
detA = |0y 0y Oy = anay0s;3 + (0303 + G30003; — 130203 — Gandss — Andy3ds;

aS] a32 a33

Fique atento!
Quando se diz determinante de ordem n, deve-se entender determinante de uma matriz de ordem n.
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Podemos obter esses seis produtos de uma forma pratica, conhecida como regra de Sarrus, fazendo
o seguinte:

« repetimos as duas primeiras colunas a direita da matriz e efetuamos as seis multiplicacdes como indicado:

DO® OO
/ /
(aBaZZaSW) (aBaZ]aBZ)
(011023032) (aQaBaBW)
(012021033) (aHaZZaB

» 0s produtos obtidos na direcao da diagonal principal permanecem com o mesmo sinal;
« os produtos obtidos na direcao da diagonal secundaria mudam de sinal;

» 0 determinante é a soma dos valores assim obtidos.

Exemplo:
1
s \ >< >< 0
Fique atento!
A=12 0 -2 / >< >< \ Os trés produtos da esquerda ja estao com
-1 4 =3 / / / \\ \ \ o sinal trocado.
0+24+6 0+2+40=72

Portanto, det A = 72.

Teorema de Binet
Sendo A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem e AB a matriz produto, entdo det (AB) = (det A)(det B).

Exemplo:
3 2 0 2
A= 5 1l B = 3 4

6 14
AB=|: 6]:>det(AB)=36+42=78

Para refletir

det A - det B = (_3 _ 10)(0 _ 6) _ (—13)(—6) — 78 Calcule e compare: det (A + B) edet A + det B.

Exercicio resolvido ~

1 =1 ©
2
6. Dadas as matrizes A = [3 ;(:| eB=|2 3 x|, determineovalordex para que se tenha det A = det B.
-1 2 1

Resolucao:

* A é matrizde ordem 2:detA=2-9 — 3x =18 — 3x
e B é matriz de ordem 3; usamos a regra de Sarrus:

1 =1 o_,1 —1
N X X
/2><1>< \2
// V2D NN
0—2x+2 +3 +x 0= detB=—x+5
detA=detB:>18—3x:2x+5:>—3x+x=5—18:>—2x=—13:>2x=13:>x=g
13
Logo,x=?. P
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Exercicios

31. Calcule os determinantes:

4 3 a+b a+b
b) -3 -3 o senx  CosXx
1 2 —seny cosy
o) 6 10 ‘ f) cosa Ccosb
3 5 senb cosa

32 - 3.5 -1
a)|5 0 4 dlo 4 2
2 -3 1 00 -2

A=)
w
- I 4
=
o |
w N
o
» O w
O J O
O N ©

a 0 O 0O 0O 5
|0 b a f)ls 10 3
0 1 1 0 7 4
33. g9 Calculem o determinante
1 sec’ x cossec? x
sen? x 1 1 ,parax ERe

cos’x tan’x cotan®x

x;ﬁkT“(kez).

34, GatePs Dadas as matrizes A = [ _21 38 ] e

2 -1
B= [ :|,determinem:

3 0

a)A+B f) detB

b) At g) det (A + B)

) A-B h) det A + det B

d) det A i) det(AB)

e) det A j) detA-detB
35.5e A = |: i ; ] eB= |: :; é ] determine

det (AB).

36.Resolva as equacoes:

X—2 6

=2
3 5

a)

3 =2
1T x| =2
x -3

=)
-
N O N

37. Calcule o determinante das matrizes:

(1 0
a)lz=_01

10 0
b)sb=10 1 0

| 0 0 1

38. fwbuss Calculem o determinante das matrizes:

a) A= 00
| 0 0
[3 1 3
b)B=1|2 -1 2
8 5 8

12 1
dD=| 4 8 3
-2 -4 3

39.Se det A =5 e det B =2, determine:
a) det (AB)
b) det (A%
) det (B?)

40. upoea Lembrando que a matriz identidade / é o ele-
mento neutro da multiplicacao de matrizes, calculem
o determinante de uma matriz identidade qualquer
(ordem n), a partir do raciocinio abaixo: (A e | sao da
mesma ordem e det a # 0.)
A-l=A=det(Al) =detA=detA- det/=detA=
det/=?

Para refletir
Qual é o determinante de qualquer
matriz identidade?
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i} Matriz inversa de uma matriz dada

Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se X € uma matriz
talque AX = I, e XA = I, entao x é denominada matriz inversa de
A e éindicada por A”'. Lembre-se de que | é a matriz identidade.

Quando existe a matriz inversa de A, dizemos que A € uma matriz invertivel ou nao singular. Isso ocor-
rerd sempre que det A # 0.

Exemplo:
1
1 -1 0 35
A matrizA = 2 0 é invertivel, pois det A # 0, e sua matrizinversaé A~ = 11
_‘I —
2
- | ° % 0 3 1 -
Note que: - 170 |e 2 |10 .
0 7] 1 TH1{2 o 01
— — _‘I —
2 { p) {
1 l
0 1
= - . 4 2 . 4 4 Para refletir
Entao, A € invertivele A™ = 11 ouseja, AA" =A"A= . Verifique as multiplicacdes efetuadas.
_'I —
2
Observacdo: Todo numero real a diferente de zero possui o inverso multiplicativo a™, poisaa™ = a™'a = 1.

Dada uma matriz quadrada n X n, nem sempre existe uma matriz B, do tipo n X n, tal que
AB = BA = I,. E necessario que det A # 0 para que exista essa matriz B, inversa de A.

Exercicios ~N

41. Calcule o determinante de cada matriz abaixo e deter-
ATIVIDADE 1 2 a c
mine se elas s3o invertiveis ou n3o. 43. Etmpupta Sejam A = 13 eB= bod |
a) A= [3 1 :| a) determinem B sabendo que AB = I;
| 4 6 b) determinem A™".
i 6 2 1
5= 2 Z} 44, AVDROE SejamA=[2 1}9_/41: > ',
L determinem: -1 3
a) detA
(1 0 -1 b) detA™
gcC=|4 2 1 ) det (AA7)
| 5 2 3
45,0 Niousa Lembrando que se AA™ = entdo
42.Sejam A e Bmatrizes de ordem 3.Se B= A, determine det (AA™Y) = det /, calculem det A" sabendo que
o produto AB. detA =3.

_
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ﬁ; Aplicacdoes de matrizes

Geometria e coordenadas

Observe a regiao triangular P no plano cartesiano a seguir.

1V

Os vértices desse triangulo sdo descritos pelos pares ordenados: (1, 4); (4, 4) e (2, 1). Podemos escrever
esses pares ordenados em colunas, formando uma matriz, veja:

142
4 41

Exercicios ~

46.0bserve o triangulo Q no plano cartesiano ao lado e responda: y
a) Escreva os pares ordenados que descrevem seus vértices. 47T //“
b) Escreva esses pares ordenados formando uma matriz 2 X 3. 3T // 0 “
2T — =
\\\‘
T X
| | | | | |
I I I I I I

47. Escreva a matriz correspondente aos vértices de cada figura a seguir.

a) R Ay

b) S N

qrT \V’Flz :

d) U . ““‘1"““““1

eV ~4-7-6-5-4-3-2-10[ 1 2 3 456 7 8
IR a4

N Y 7 4

V2T

48.Coloque os pares ordenados de cada matriz a seguir no plano cartesiano. Ligue os pontos (em ordem) para formar
uma figura.

2123 0154 310 0550
) (1363) ’ (0220) K (—2—30) 9 (o —244)
-

Capitulo 5 + Matrizes e determinantes



Computacao grafica e transformacdes geométricas

Na abertura desta unidade vimos que as imagens em uma tela de computador ou televisao sao na
verdade formadas por pequenos pontos (pixels), elementos de uma matriz.

Por exemplo, uma imagem de resolucao 800 X 600 tem 800 - 600 = 480 000 pixels distribuidos em
800 colunas e 600 linhas.

Quando um programa grafico altera a posicao, reflete, rotaciona ou muda a escala da imagem, na ver-
dade esta mudando a posicao dos pixels que a formam. Isso tudo € feito por operacées de matrizes, em
computacao grafica € o que se chama de transformacoes geométricas.

Basicamente, as transformacdes geométricas no plano sao quatro: rotacao, reflexao, escala e translacao.

Observe nas figuras abaixo um AABC sujeito a cada uma dessas transformacoes:

* Rotacao do AABC, de 30° no sentido anti-horario, em torno da origem.
Y (a4

o]

* Reflexao do AABC em relacao ao eixo y.

e Mudanca de escala do AABC em 50%.

e Translacao do AABC com 2 unidades para a esquerda e 2 unidades para cima.

Y
c
B’

B

@)
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Translacao

Observe as figuras abaixo.

8
X S X
4 5 6 7 8 910 11213 012345678910111213
Vértices da regiao triangular A: (0, 2); (3, 6) e (4, 2). Vértices da regiao triangular A’: (8, 0); (11,4) e (12, 0).

As matrizes relacionadas as figuras acima sao:

034 8 1112
A = eA =
(262) (040]

A regiao triangular A sofreu uma translacao dando origem a regiao triangular A". Podemos descrever
essa translacao usando uma matriz coluna:

( 8 )—> movemos 8 unidades a direita ao longo do eixo x, e depois

—2 )]— movemos 2 unidades para baixo ao longo do eixo y.

IR N NUCN TN

De modo geral, para transladar um ponto P(x, y) de a unidades para a direita e b unidades para cima,

efetuamos a adicao de matrizes:
X N ay (x+a
y b) \y+b

Exercicios N

49. Escreva o que significa cada uma das translacoes dada 2
pelas matrizes: a) 3 dando origem ao triangulo B.
2 w(l] o) o7
a C
3 -1 1 4 -3 . .
b) ,dando origem ao triangulo C.
50. Copie o diagrama abaixo em uma malha quadriculada. —4
Translade o tridangulo A de acordo com cada matriz
coluna dada e desenhe o tridngulo transladado 2 : 5
g : o) 5 , dando origem ao triangulo D.
Y
d) _2), dando origem ao triangulo E.
% €) Em cada caso, escreva a adicao de matrizes corres-
0 pondentes.
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Reflexao

Observe o diagrama abaixo. A figura A sofreu uma reflexao em relacao ao eixo y dando origem a figura A".

Vértices da figura A: (—3,2),(—4,4),(-2,7),(-8,4)

24

Veja a matriz associada a cada figura:

X

A — A',ou seja, (

| Y N I I S N —
123 456738910

Vértices da figura A’: (3, 2), (4,4),(2,7), (8,4)

-3 -4 -2 -8 3428
eA =

2 4 7 4 2474

Areflexao que leva Aem A’ é indicada por:

-3 -4 -2 -8 3428
-
2 4 7 4 2474

Observe que neste caso a reflexao é em relacao ao eixo y.

-10
Podemos obter a matriz de A’ multiplicando a matriz de A pela matriz ( 0 1), ou seja:

-10
01

)

-3 -4 -2 -8)
2 4 7 4

3428
2474

Agora, considere uma reflexao da figura A em relacao ao eixo x, dando origem a figura B. Veja:

Vértices da figura A: (=3, 2), (—4,4), (—2,7), (-8, 4)

Matriz associada:

73747278)
2 4 7 4

Vértices da figura B: (—3, —2),(—4, —4),(—2,-7), (-8, —4)

Matriz associada:

-3-4-2 —8)
—2-4-7-4
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Veja a matriz associada a essas figuras:
A= 3 4 2 8| p_[3 4 -2 -8
2 4 7 4 -2 -4 -1 -4
A reflexao que leva A em B é indicada por:

-3 -4 -2 -8 -3 -4 -2 -8
A—B,ouseja, A= -
2 4 7 4 -2 -4 -7 —4

Observe que neste caso a reflexao é em relacao ao eixo x, podemos obter a matriz de B multiplicando a
0

10 y —3-4-2-8) (-3-4-2-8
0 —1 2 4 7 4) (-2-4-7-4
De modo geral, para se obter a reflexao em relacao ao eixo y de uma figura cuja matriz associada é

abcd) taefet iallicas
efgh' asta ertetuar a mu |p|Ca(,:aO.

-10 abcd
o )x(E5ah)

E, para se obter a reflexao em relagcao ao eixo x de uma figura cuja matriz associada € dada por

1
matriz de A pela matriz ( J ou seja:

dada, por exemplo, por (

abcd) staefet tislicas
e fgh) asta efetuar a multiplicacao:
10 abc