* Integrais Indefinidas
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iMétodos de Calculo II

» Antiderivacdo e Integragao
= Antiderivagdo é uma operagdo que consiste em encontrar uma
fungdo F cuja derivada (F ‘) é uma fungdo conhecida f. Se a
fungdo F existir, ela é chamada antiderivada de f.

= Exemplo
= Seja f(x)=x". Uma antiderivada de f é: F(x) =%x3 +C
pois F'(x) = x"
= Costuma-se chamar a operagdo de antiderivagdo também por
integragdo e a antiderivada de integral.
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» Antiderivagao e Integragao
= Todas integrais indefinidas devem ter o complemento * +C” em
sua solugdo pois muitas fungdes tém a mesma derivada.

= A integral indefinida é aquela para a qual ndo foi definida um
intervalo de valores, portanto, ela é uma fungdo ou familia de
fungBes;

= Aintegral definida é aquela definida dentro de um certo intervalo
e calculada neste intervalo, portanto, ela ¢ um nimero.
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» Integral Indefinida

= A operagdo que envolve uma integral indefinida consiste em achar
sua primitiva, ou seja, é a mesma operagado que consiste em
achar uma antiderivada. O que muda entdo?

= A notagdo!
= Para denotar a integral de uma fungdo passaremos a utilizar a
seguinte notagdo:

« Seja f(x)=x% Uma primitiva de fé:F(x)=§x3 +C

pois F'(x) = f(x), Assim, a nova notacdo estabelece que:

[f (e = F(x)
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= Exemplo s
= Adntegral de /(x)=x" é: fxzdx =%+C
« Alntegral de f(x)=senx é: [Senxdr=—cosx+C
= Alintegral de f(x)=e" é: fe"dx =e'+C

« Aintegral de f(x)=cosx é: fcosxdx=senx+C
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= Outro Exemplo
= A fungdoF(x) =%sen 2x+C é uma primitiva da fungdo

f(x)=cos2x pois fcostdx = %sen 2x+C .

= Fazendo, F'(x) = %.2 €0s2x +0 = cos2x = f(x)

= N&o é uma tarefa muito facil encontrar a primitiva de certas
fungBes, mas existem métodos para isto e iremos aprender alguns
deles.
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aDefinicdo simbdlica
= Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressdo F(x) + C é chamada
integral indefinida da fungdo f(x) e é representada pela
expressdo:

[f@)dx=Fx)+C

= O simbolo “dx” que aparece na féormula serve para identificar a
variavel sobre a qual se processa a integragdo.
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sExemplo

[

= Significa que a operagdo de integragdo incide sobre a variavel “x".

[y @)

= Significa que a operagdo de integragdo incide sobre a variavel “y”.
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= Integral de uma fungao constante
= Uma primitiva de uma fungdo constante f(x)=k, é a fungdo linear
F(x)=k.x, pois F'(x) = (k.x)" = k. Logo:

fkdx=k.x+C

= Exemplo

dex=5.x+C
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= Integral de uma funcdo poténcia
= Seja, por exemplo, f(x)=x*. . Rk
= Uma primitiva de f(x) é F(x)=x?pois F(x)=x*. Logo:fx4dx =%+C

= Portanto, uma primitiva da fungdo f(x)=x", com n=-1, é a fungdo
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= Caso especial de Integral de uma fungdo poténcia
= Seja, por exemplo, f(x)=x1=1/x.

= Uma primitiva de f(x)=1/x é a fungdo F(x)=In|x|, portanto:

[ =t +C
X
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= Integral de fungdo exponencial
f e‘dx=e" +C
= Integrais de fungdes trigonométricas

fcosxdx =senx+C

fsenxdx= —cosx+C

fseczxdx=tgx+C
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= Integrais de fungdes trigonométricas

fsecx.tgx.dx =secx+C
fcossecz xdx=cotgrx+C
fcossecx,cotgx.dx =cossecx+C

= Integral das fungoes inversas
1

iy

f ! sdx = arctgx + C
1+x

.dx =arcsen x + C
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= Propriedades
= Integral da soma

JU G+ 0oLy = [ £ () + [ ()

= Exemplo

f(x2+x+4)dx=fx2dx+fxdx+f4dx
P f e a o
3 2
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sPropriedades
= Integral da diferenca

JUf )= g(@))dx = [ f (x)d - [g(x)dv
= Exemplo
J'=xude = e [

- Tic
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» Técnicas de Integragdo
= Método da Substituicdo: A chave do método da substituicdo é
dividir a fungdo em partes e depois encontrar uma parte da
fungdo cuja derivada também faga parte dela.
= Exemplo
sen x

fCDSX

= Podemos dividir a equagdo acima em duas partes:
= sen x.dx e
= COS X.

= Repare que a derivada do cos x € -sen X, portanto, a derivada do
cosseno faz parte da fungdo.
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= Passos:
= Procure na fungdo pela parte cuja derivada esteja na fungdo. Se
vocé estiver em dlvida, tente usar a que esta no denominador ou
alguma expressdo que esteja sendo elevada a uma poténcia;

= Chame-a de “u” e tome sua derivada com relagdo ao diferencial
(dx, dy, dt, etc.). Acrescentando esse diferencial;

= Use as expressdes “u” e “du” para substituir as partes da integral
original;

= A sua nova integral serd mais facil de ser calculada, mas ndo
esquega de, ao final, desfazer a substituigdo.
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= Exemplo
= Use 0 método de substituicdo para encontrar a integral: f RALLCHN
= Solugao cosx
= Devemos escolher parte da fungdo cuja derivada esteja na
fungdo, como a derivada de sen x = cos x e a derivada do cos x =
-sen x, e, ambas estdo na fungdo, na dlvida... selecionamos a
parte que estad no denominador, isto é: cos x;
= Chamamos u = cos X;
= Agora derivamos u com relagdo a “x”, portanto: du = - sen x.dx;
= Como na fungdo original a fungdo seno é positiva, basta
multiplicar ambos os lados por —1 para que ela fique positiva;

—du = sen x.dx
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= Solugdo
= Basta re-escrever a integral original com as expressdes “u” e
“du”;
L sen x.dx
= Integral original: fi
cosx

—di
= Nova integral: f—u
u

, . du
= Que também pode ser re-escrito como: - f w
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= Solugdo "

= Basta calcular: —f— =-Inju|+C ;
u

= O passo final é desfazer a substituicdo de u pelo o valor da
original:

—fﬂ=—ln|cosx|+C
u
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= Outro Exemplo
= Use o método de substituicdo para encontrar a integral: f ‘cos(3x).dx

= Solugdo

Chamamos u = 3x;

Agora derivamos u com relagdo a “x”, portanto: du = 3.dx;

Basta re-escrever a integral original com as expressoes “u” e

“du”;

Note que 3.dx ndo esta na equagdo original, apenas dx. Para ficar

apenas com dx, fazemos:
du
e

dx
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= Solugao
= Basta re-escrever a integral original com as expressoes “u” e
“du”s
= Integral original: fcos@x)dx

= Nova integral: fcosu.%”

= Que também pode ser re-escrita: % fcosudu
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= Solugdo
= Calculando 1fcosudu, temos: lfcosu.dl,t :1,senu +C
3 3 3

= Substituindo u pelo seu valor original, teremos:

lfcosudu = 14sen3x+C
3 3
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» Técnicas de Integracao
= Integragdo por partes:

No Célculo-I, quando calculdvamos a derivada do produto de
duas fungdes aplicdvamos uma regra: chamavamos uma das
fungdes de v, a outra fungdo de v e sua derivada era dada
por uv + uv’.

= Exemplo

Seja f(x)= ex.senx. Chamamos u=e¥, v=senx e f{x)=e*.senx

+€eX.CoSX.

= Aintegragdo por partes ird se aplicar a esses casos em que a
fungdo é constituida por um produto e também nos casos em
que uma das fungOes pode ser derivada repetidamente e a outra
pode ser integrada repetidamente.
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= Técnicas de Integracao
= Integragao por partes:

Assim, considere f(x) e g(x) duas fungdes derivaveis. A regra
do produto nos diz que:

%[/’(Jf)»g(X)]= S (0)-g(x) + [ (x).g'(x)

= Ou, dito de outra maneira:

[u.v] =u'v+u/
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= Técnicas de Integracao
= Em termos de integrais indefinidas, a equagdo se torna:

el reoew+ /080
FEl el =l e+ /(g s

F @l = /00 g+ 100 (o
L) g00k - 7108k = 70 0
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Rearranjando os termos, temos:
[ ()8 () = £(2).g(x) - [ (x) g ()

Que é a férmula da integragdo por partes.

Porém essa formula é mais facilmente lembrada na forma
diferencial. Sejam:

« U=flx) T du=Ff(x)dx;

» V=g(x) — dv=g{x)dx
Usando a regra de substituigdo, a formula acima pode ser
simplificada para:
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= Exemplo-1:
= Usando o método da integragdo por partes, determine: f X.Cos xdx
= Solugdo
= Usamos a férmula simplificada da integragéo por partes, fazendo:
= U=X du=dx;
= V= senx, dv = cosxdx.
= Entdo:

fudv=uv—fvdu
fx.cosxdx = x.senx—fsenx.dx

fX.COSXdX =X.s€nx+Cosx+c¢
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= Observagoes
= O objetivo da integragdo por partes é passar de uma integral f”d"
que ndo sabemos como calcular para uma integralfvdu que*
podemos calcular.

= Geralmente, escolhemos dv primeiro sendo a parte do integrando,
incluindo dx, que sabemos integrar de maneira imediata; u é a
parte restante.

= Lembre-se de que a integragdo por partes nem sempre funciona.
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