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i Calculo Numérico — Bisseccao

= Métodos Iterativos para a Obtencao de
Zeros Reais de Funcoes

Bissec¢ao

Falsa Posicao

Falsa Posi¢cdo Modificado

Ponto Fixo

Newton-Raphson

»
»
»
»
»
» Secante

i Calculo Numérico — Bisseccao

m Método da Bisseccao

Dada uma funcdo f(x) continua no intervalo
[a,b] onde existe uma raiz tnica, é possivel
determinar tal raiz subdividindo sucessivas
vezes o intervalo que a contém pelo ponto
médio de a e b.

i Calculo Numérico — Bisseccao

m Definigdo do Intervalo Inicial
» Atribui-se /a,b] como intervalo inicial
e ap=a
o by=b
» Condigoes de Aplicagao
e fla)*f(b) <0
o Sinal da derivada constante

i Calculo Numérico — Bisseccao

= Definigdo de Novos Intervalos

» Determina-se qual o subintervalo -
[a, x,] ou [x,, b]— que contém a raiz
e Calcula-se o produto f{a)*f(x;)
o Verifica-se se f{a)*f(x;) <0
+ Se verdadeiro = ¢ € (a, x1)
(Logoa=aeb = xy)
¢ Caso contrario = ¢ € (x1, b)
(Logoa = x;eb = b)
» Repete-se o processo até que o valor de x
atenda as condicées de parada.

i Calculo Numérico — Bisseccao

= Analise Grafica 00

x1=(a+b)/2 : w

T e=@+a)2

f(x)

x'l b =bo x

Repete-se o processo até que o
valor de xatenda as condligdes de
parada.
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Método da Bisseccao ou

i Dicotomia (Graficamente)

fx) 4

a=la @ e/t b= by x
b
bg

i Calculo Numérico — Bisseccao

m Tolerdncia (&)

» Aproximacao de zero, dependente do
equipamento utilizado e da precisao
necessaria para a solucdo do problema

A toleréncia é uma estimativa
para o emro absoluto desta
aproximacao.

i Calculo Numérico — Bisseccao

m Tolerdncia (&)

bo_ao] .

» Considerando \&—xn+1\<[ o

deve-se escolher n tal que:

bo—ao
bo—a In =<2
2 | <€ 2 ns e J_g
In(2)
i > og(by —ay) ~log(¢)

log(2)

i Calculo Numérico — Bisseccao

= CondigOes de Parada
» Se os valores fossem exatos
e fix)=0
o (Xie—Xir1 /X =0
» Uma vez que sdo aproximados
e | f{x)| < tolerdncia
o | (% —Xu+1)/X| < tolerdncia

10
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Algoritmo

k:=0;ap:=a; bp:=b; xp:= a;
X1 := (@k + b)/2;
while critério de parada ndo satisfeito and k < L
Iif fa)f(xk+1) < 0 then /* raiz em [ay, Xi+1] */
a+1 := Ak brr1 1= Xury)
else /* raiz em [Xy+y bi] */
a+1 I= Xirt) Dier1 = by
endif
k := Kk +1; Xp11 := (ak + bi)/2;
endwhile
ifk>L
parada falhou

endif
11

i Calculo Numérico — Bisseccao

Vantagens:
= Facilidade de implementacgao;

= Estabilidade e convergéncia para a solugao
procurada;

= Desempenho regular e previsivel.

O namero de interagoes é
da tolerdncia
considerada

12

11

12
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Desvantagens:

= Lentiddo do processo de convergéncia
(requer o calculo de f{(x) em um elevado
numero de iteragoes);

= Necessidade de conhecimento prévio da
regido na qual se encontra a raiz de
interesse (0 que nem sempre é possivel);

= Complexidade da extensdo do método para
problemas multivariaveis.

13

i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: Resgatando o Exemplo 05,
f(x) = xlogx - 1

& =0,002

Y 4 hx)

= Verificou-se que ¢ € /2, 3]

14
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: f(x) = xlogx - 1

Considerando o método da bisseccdo com
tol = 0,002 e adotando [fa, ,b,] = [2, 3] como
intervalo inicial, tem-se:

= Calculo da 1° aproximagdo
» x1 = (a0 + bo)/2 = (2,00000 + 3,00000)/2 =
x1 = 2,50000
» f(x1) = f(2,50000) = -0,00510
» f(ao) = f(2,00000) = -0,39794
» Teste de Parada
e |f(x;)| =]-0,00510] = 0,00510 > 0,002
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: f(x) = xlogx - 1
= Calculo da 2° aproximacdo

» Novo Intervalo
o f(ap).f(x1) = (-0,39794).(-0,00510) > 0
logo: a; = x; = 2,50000 e b; = by = 3,00000

» X, = (2,50000 + 3,00000)/2 =
X2 = 2,75000
f(2,50000) = -0,05100< 0
f(3,00000) = 0,43140>0
f(2,75000) = 0,20820 > 0
§e€l2,5;275]
a, =a; = 2,50000 e b, = x, = 2,75000

16
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i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06:

= x3 = (2,50000 + 2,75000)/2 = 2,62500
» £(2,50000) = -0,05100 < 0 -\ * ¢ <€/[25,2,625]
» (2,75000) = 0,20820 > 0 > a3 = a2 = 2,50000
» £(2,62500) = 0,10020 >0 bz = x3 = 2,62500

= X4 = (2,50000 + 2,62500)/2 = 2,56250
» £(2,50000) = -0,05100 < 0 » £e[25,25625]
» f(2,62500) =0,10020 > 0 > az = a2 = 2,50000
» f(2,56250) =0,04720 > 0 bz = x4 = 2,56250

17

i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 06: f(x) = xlogx - 1

ak by f(ax) f(by) Xic+1 f(Xk+1)

2,00000 | 3,00000 | -0,39794 | 0,43136 2,50000 | -0,00510

2,50000 | 3,00000 | -0,00515 | 0,43136 2,75000 | 0,20820

2,50000 | 2,75000 | -0,00515 | 0,20816 2,62500 | 0,10021

2,50000 | 2,62500 | -0,00515 | 0,10021 2,56250 | 0,04720

2,50000 | 2,56250 | -0,00515 | 0,04720 2,53125 | 0,02090

2,50000 | 2,53125 | -0,00515 | 0,02094 2,51563 | 0,00790

o|u|bd|w|/ Nk lo|x

2,50000 | 2,51563 | -0,00515 | 0,00787 | 250781 0,00140;j

€ =0,002 -

17

18

18
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#x: Achar a raiz da equacio f(x)=x"—10
intervalo [2,3] com o erro absoluto 5<0,1

20

k ak bk f(ak) f(bk) xk+1 f(xk+1) Erro = xk+1- ak
0 2 3 2 17 25 5,625 0,5

1 2 25 2 5,625 2,25 1,390625 0,25

2 2 2,25 2 1,390625 2,125 -0,404296875 0,125

3 2,125 2,25  -0,404296875 1,390625 2,1875 0,467529297 0,0625

4 2,125 2,875 -0,404296875  0,467529297  2,15625  0,025299072 0,03125

20

i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 02: Seja f(x) =x*—x—1
Intervalo inicial atribuido: [1, 2] "4_

Considerando-se £ = 0,002

3

f(ao) = -1 2
f(bo) =5 1
f(x)=3x*-1 I 53

f(ao) * f(bo) = -5 < 0

Sinal da derivada constante
(f (a0) = 2 e ' (bo) = 11)

T T T T T
B J 2 3 4 5 x

i Calculo Numérico — Bisseccao

Exemplo 02: f{(x) =x°—-x—1
= Calculo da 12 aproximagao

» X1 = (a0+bo)/2 = (1,000000+2,000000)/2 =
x; = 1,500000

» f(x,) = 1,5°—1,5—1 = 0,875000
» Teste de Parada
e |f(x1)| =|0,875| = 0,875000 > 0,002
» Escolha do Novo Intervalo
o f(ao).f(x1) = (-1).0,875 = -0,875
logo: a;=a(=1,000000 e b;=x;= 1,50000

22

21
, - . ~
Calculo Numeérico — Bisseccao
Exemplo 02: f{(x) =x°-x—1
k A by f(aw) f(by) Xic1 (1)
0|1, 2, -1, 5, 1, 0,875000
11, 1, -1, 0,875000 | 1,25000000 | -0,296875
2 | 1,2500000 | 1,5000000 | -0,296875 | 0,875000 | 1,37500000 | 0,224609
3 | 1,2500000 | 1,3750000 | -0,296875 | 0,224609 | 1,31250000 | -0,051514
4 | 1,3125000 | 1,3750000 | -0,051514 | 0,224609 | 1,34375000 | 0,082611
5 | 1,3125000 | 1,3437500 | -0,051514 | 0,082611 | 1,32812500 | 0,014576
6 | 1,3125000 | 1,3281250 | -0,051514 | 0,014576 | 1,32031250 | -0,018711
7 | 1,3203125 | 1,3281250 | -0,018700 | 0,014576 | 1,32421875 | -0,002128
e = 0/002 444444444444444 ’ 23

22

i Exercicios

m f(x) =x3+4x2-10

€ =0,001
m f(x) = e* - 5x
u Intervalo [2,4; 2,6] €=0,0001
m f(x)=3x3-4
u Intervalo [0; 2] €=0,0001
24
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3.4.4. Exercicios de Fixagdo

Calcular pelo menos uma raiz real das equagdes abaixo, com € < 1072, usando o méto-
do da bisseqdo.

3441 fw=x -6 -x+30=0
3442 fx)=xtlogx =0

3443 f(x)=3x - cosx =0

3444 fx)=x+2cosx =0

25

25

Y~ o) = 406) (1= %o)
/. 0 - $(xo) = §'(%0) (Xu= Xo)
-y (¢ - {0 = Y-
'?[(XO)
(14‘O>

Xy = Xo - «6()(0\
(050 Gynal 4‘(10)

{

27

iCéIculo Numérico — Newton-Raphson

m Motivagao Geométrica
» Dado o ponto (x, , f(x,))

o Traca-se a reta L(x) tangente a curva
neste ponto:
Li(x) = f(xi) + F (xi)(x-Xi)
o Determina-se o zero de L,(x), um modelo

linear que aproxima f{x) em uma
vizinhanga x;

Li(x) = 0 & x = X~ FOG)/F (%K)
o Faz-se X .1 =x

29
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

= Método de Newton-Raphson

Dada uma funcdo f(x) continua no intervalo
[a,b] onde existe uma raiz tnica, é possivel
determinar uma aproximacado de tal raiz a
partir da intersecdo da tangente a curva em
um ponto x, com o eixo das abscissas.

Xo - atribuido em funcdo da geometria do
método e do comportamento da curva da
equacao nas proximidades da raiz.

26

26

iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

= Consideracoes Iniciais

» Deste modo, escolhido x,, a seqiiéncia
{x,} sera determinada por

Y
J'(x)

xk+1 = xk

ondek=01 2..

28

28

iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

= Analise Grafica
f(x)

12iteracio
2aiteragio
Fiteragio
4 iteragio

x

Repete-se o processo até que
j—{: o valor de x atenda as
condigbes de parada

30

29

30




iCa'Iculo Numérico — Newton-Raphson

= Estudo da Convergéncia
TEOREMA 3:

Sendo f(x), f’(x) e f”(x) continuas em um
intervalo I que contém uma raiz x = ¢ de f(x) = 0
e supondo f (£) = 0, existird um intervalo I < I
contendo a raiz &, tal que se x, < 1, a seqiiéncia
{xi. } gerada pela formula recursiva

_ J(x)
J'(x)

xk+1 = xk

convergira para a raiz. 11

31

iCéIculo Numérico — Newton-Raphson

Algoritmo

ki:=0;xp:=x;

while critério de interrup¢do ndo satisfeito and k < L
k:i=k+1;
Xier1 1= Xn — FOXR)/F (X)

endwhile

33
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iCéIculo Numérico — Newton-Raphson

x Xk F(x)
1,5 2,0625 0,31640625
2,0625 2,000762195 0,003811557
2,000762195 2,000000116  5,80764E-07
2,000000116 2 1,33227E-14
2 2 (1]

35

35
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iCa'Icqu Numérico — Newton-Raphson

m Testes de Parada

» A cada iteracdo, testa-se se a
aproximacdo encontrada podera ser
considerada como a solugdo do problema.

e | f(xi)| = tolerdncia

® | ((Xi+1 — Xi)/Xi+1 )| < tolerdncia

32

32

iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 17: No Exemplo 13, no qual

XX +x—6=0:
= Seja x, = 1,5
= Assim:

» 9(x) =x-fX)/F(x) =x—(x?+x—6)/(2x + 1)

Y Xy =g(xp) = 1,5— (1,5 + 1,5-6)/(2.1,5 + 1)
x; = 2,062500000

» X2 = g(x1) = 2,000762195

» Xz = g(xz) = 2000000116

34
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18: Considere-se a funcgao
f(x) =x2 -x-1, e tol = 0,001 cujos zeros
encontram-se nos intervalos:

$1€l,=(-1,0) §;€1,=(1,2)
= Sejax, =1
B Xies = X - AX)/F (%)
megx)=x—(xX°-x-1)/(3x*-1)

36

36
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iCéIculo Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

= Calculo da 12 aproximacao

9(%)=1-[(1)*-1-1] =1,5
[3*(1)>-1]

» Teste de Parada

e |f(x0)| =] 0,875 | = 0,875 > ¢

37

iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

= Calculo da 22 aproximagao

g(x) = 1.5—-[ (1.5)3—1.5 —1] = 1,3478261
[3*%(1.5)2—1]

» Teste de Parada
e |f(x1)|] =] 0,100682 | = 0,100682 > €

38
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iCéIculo Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

= Calculo da 32 aproximagao

g(xz) = 1,3478261 - [ (1,3478261)3 - 1,3478261 - 1 ]
[ 3*(1,3478261)2 - 1 ]

g(xz) = 1,3252004

» Teste de Parada

e |f(x2)| =] 0,0020584 | = 0,0020584 > €

39

39

iCéIculo Numérico — Newton-Raphson

Vantagens:
= Rapidez processo de convergéncia;

= Desempenho elevado.

41

41
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iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Exemplo 18:

A seqiiéncia {x,} gerada pelo método de
Newton sera:

Iteragdo X F(x)
1 1,5 0,875
2 1,3478261 0,1006822
3 1,3252004 0,0020584
4 1,3247182 9,24378.107
5 1,3247178 1,86517.10"13)

40

40

iCéIcqu Numérico — Newton-Raphson

Desvantagens:

= Necessidade da obtencdo de f'(x) , o que
pode ser impossivel em determinados casos;

= O calculo do valor numérico de f’(x) a cada
iteracao;

= Dificil implementagao.

42
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