m Integrais Iteradas

Lembremos que geralmente € dificil calcular as integrais de funcdes de uma varidvel real di-
retamente da definic@o de integral, mas que o Teorema Fundamental do Calculo fornece um
método mais facil para calculd-las. O célculo de integrais duplas pela defini¢do € ainda mais
complicado, porém, nesta seciio, veremos como expressar uma integral dupla como uma in-
tegral iterada, cujo valor pode ser obtido calculando-se duas integrais unidimensionais.

Suponha que f seja uma funcdo de duas varidveis que € integrivel no retangulo
R = [a, b] X [¢,d]. Usaremos a notagio _L" f(x,y) dy significando que x é mantido fixo e
f(x,y) é integrada em relagio a y de y = c até y = d. Esse procedimento é chamado inte-
gracdo parcial em relacao a y. (Observe a semelhanca com a derivada parcial.) Como
j'f f(x,y) dy é um niimero que depende do valor de x, ele define uma funcdo de x:

AG) = [ y) dy

Se agora integrarmos a fungio A com relagio a varidvel x de x = @ a x = b, obteremos

[1] j:A(x) dx = J;b [J;df(x, y) dy] dx

A integral do lado direito da Equacio | € chamada integral iterada. Em geral, os colchetes
siao omitidos. Assim,

2] J;b _[df(x, y)dy dx = f [ff(x, y) dy] dx

significa que primeiro integramos com relacdo a y de ¢ a d e depois em relacdo a x de a até b.
Da mesma forma, a integral iterada



3] [ [ty drdy = * [L"f(x,y)dx] dy

significa que primeiro integramos com relacio a x (fixando y) de x = a ax = b e em seguida
integramos a fung@o de y resultante com relagdo ay de y = ¢ a y = d. Observe que em am-
bas as Equacbes, 2 e 3, trabalhamos de dentro para fora.

Calcule o valor das integrais iteradas
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(a) Olhando x como constante, obtemos
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Portanto, a funciio A da discussdo precedente € dada por A(x) = %xz neste exemplo. Integra-
mos agora essa funcio de x de 0 até 3:
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(b) Aqui integraremos primeiro em relagdo a x:
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Calcule a integral dupla ([, (x — 3y?)dA, onde R ={(x,y)|0=x=<2,
1 =y = 2}. (Compare com o Exemplo 3 da Secio 15.1.)

SOLUCAD 1 O Teorema de Fubini nos da

J]. (x — 3yH)dAa= J:J.Iz (x — 3y dydx = J'oz [xy - y3];:fdx
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SOLUCAD 2 Novamente, aplicando o Teorema de Fubini, mas dessa vez integrando com rela-
¢do a x primeiro, temos

” (x — 3y*)dA = J'lz f: (x — 3y*)dx dy

R
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Exemplo 1 Caleule / / (2z + 4y)dzdy em gue

R={(I'y)€R2;15153,15952}

Resolugao:

Temos entao gue

/ /R (21 + 4y)drdy = [ [ 12(21'+4y)dy] dr

Resolvendo a infegral mas mierna obferemos:

/1 2(2: +4y)dy = [2: + —‘ [2Iy + 2y"

= 2524222 (2z.1+21%)
= 4r4+8-2r-2
= 2546

Portanto.

//(21+4y)dzdy = f(2:+6)d: [_4,51]
R

1

= 9418-7
= 20

Vamos agora calewlar essa mesma mitegral imverfendo a ordem de miegragao

//‘z(2x+4y)drdy=/la[ 1 (2:t+4y)d.r] dy



Resolvendo a infegral mas mierna obferemos:

f (2r + 4y)dx
1
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[T +4!f1'] = I:.‘l.'2 +4I!Il
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= 8y+8
Portanto.
2
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R(2.t+4y)dzdy = i (8y 4 8)dy = T+8y
1
2
. [4y’ + 8y] =422 482-[412 481
1
= 164+16-12
= 20
EXEMPLO 2
2
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EXERCICIOS

1-6
1. o (x + 2y) dy dx
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Calcule as integrais iteradas.

2. Qxydxdy
Jy

a ' [ (x? — y) dy dx

0

6. jo‘ J'o JT = v2du dv

Nos Exercicios 1-12, calcule as integrais iteradas.
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